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INTRODUCTION GE´NE´RALE
De nombreux proce´de´s industriels mettent en jeu des dispersions colloı¨dales concentre´es et stabilise´es soit par
interactions e´lectrostatiques soit par re´pulsion ste´rique. Ces dispersions sont aussi souvent amene´es a` eˆtre mises
en e´coulement, ce qui implique la pre´sence de phe´nome`nes de transport et d’interactions hydrodynamiques. Des
exemples classiques sont la filtration pour le traitement des eaux, pour la purification de produits a` haute valeur
ajoute´e (me´dicaments, prote´ines), l’e´laboration de reveˆtements (peinture, reveˆtements anti-corrosion), la formula-
tion (sante´, cosme´tiques, agro-alimentaire) . . .
Les simulations nume´riques permettent d’identifier quels sont les parame`tres cle´s d’un proce´de´ lors de sa concep-
tion, de son ame´lioration ou de son optimisation. Elles ne remplaceront pas comple`tement les essais expe´rimentaux
mais peuvent permettre de mieux les cibler afin d’en re´duire leur couˆt. L’e´chelle de simulation pertinente pour
la plupart des proce´de´s est l’e´chelle macroscopique. La dispersion est conside´re´e comme un milieu continu et
repre´sente´e par des champs de vitesse, pression, tempe´rature et concentration en colloı¨des. Le de´placement des
colloı¨des est calcule´ par une e´quation de transport faisant intervenir des flux de masse (ou de volume) re´sultant des
me´canismes de transport par le fluide, de diffusion Brownienne et des interactions entre colloı¨des [9], [10]. Dans
ce contexte, ces dernie`res sont souvent repre´sente´es a` l’aide de l’e´quation de Stokes-Einstein ge´ne´ralise´e [11] qui
fait intervenir la variation de la pression osmotique de la dispersion avec sa fraction volumique : C’est l’e´quation
d’e´tat de la dispersion. La de´termination de cette e´quation est donc la pierre angulaire d’une telle approche. Elle
doit se faire de manie`re robuste et quantitative. C’est le fil conducteur de ce travail, dans lequel nous utiliserons
des approches nume´riques a` l’e´chelle des colloı¨des, souvent appele´e e´chelle me´soscopique.
Pour s’appuyer sur des simulations, il est ne´anmoins ne´cessaire de s’assurer que deux conditions sont re´unies : (i)
une pre´cision/robustesse suffisante des re´sultats obtenus et (ii) la faisabilite´ des simulations en termes de couˆt de
calcul. Ce sont des contraintes typiques d’une approche d’inge´nierie, comme celles de´veloppe´es au Laboratoire de
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Ge´nie Chimique (LGC), un peu diffe´rentes des contraintes rencontre´es dans des approches plus fondamentales.
Cette the`se s’inscrit donc dans un contexte de recherche en inge´nierie, contexte dans lequel nous souhaitons
pouvoir proposer et/ou utiliser des mode`les simplifie´s tout en s’assurant de leur validite´ graˆce a` des approches
plus fondamentales. Comme souligne´ ci-dessus, les dispersions colloı¨dales au cœur des proce´de´s industriels sont
souvent concentre´es et contiennent des objets en forte re´pulsion pour des raisons de stabilite´. Parmi les nombreux
mode`les e´lectrostatiques couramment rencontre´es (mode`le des cellules, Jellium, DLVO + the´ories lie´es au principe
d’additivite´ par paires...) le mode`le des cellules [12] est celui qui est le plus adapte´ pour des raisons qui deviendront
claires au fil de ce document. Il est aussi suffisamment rapide pour permettre l’obtention, en un temps limite´, des
nombreuses e´quations d’e´tat correspondant aux conditions physico-chimiques variables rencontre´es au cours d’un
proce´de´.
Dans la premie`re partie de cette the`se, nous nous sommes inte´resse´s au comportement du mode`le des cellules
et l’avons e´value´ par comparaison avec les re´sultats d’un code de recherche permettant un calcul pre´cis des in-
teractions e´lectrostatiques dans une dispersion. Il existe essentiellement deux classes d’approches nume´riques
de ce type : les simulations Monte Carlo base´es sur le mode`le primitif [13], [14] et les approches par champ
moyen (Poisson-Boltzmann et Density Functional Theory, e.g. [6], [15]). Dans le mode`le primitif, les espe`ces io-
niques et les colloı¨des sont repre´sente´es. Le solvant y est conside´re´ comme un milieu continu avec des proprie´te´s
die´lectriques uniformes. Le mode`le de Poisson-Boltzmann repre´sente les colloı¨des, tandis que la distribution en
ions est donne´e par leur densite´ et le solvant est conside´re´ e´galement comme un milieu continu. Compte tenu de la
pre´sence de sels dans les dispersions manipule´es dans l’industrie, la seconde approche a e´te´ privile´gie´e car son couˆt
est moins sensible au nombre d’ions pre´sents dans le domaine de calcul. Plus pre´cise´ment, notre code de recherche
est base´ sur un algorithme de dynamique Brownienne au cours duquel les forces d’interaction entre colloı¨des sont
calcule´es directement a` partir du champ de potentiel e´lectrostatique obtenu graˆce a` la re´solution de l’e´quation de
Poisson-Boltzmann.
Bien que le mode`le des cellules soit le plus adapte´ aux conditions physico-chimiques des dispersions concentre´es
et stabilise´es, il a e´te´ e´crit pour des suspensions mono-disperses. Les suspensions industrielles, synthe´tiques ou
naturelles, sont rarement parfaitement mono-disperses. Aussi, dans un second temps, nous nous inte´resserons au
proble`me de la prise en compte de la poly-dispersite´ a` la fois graˆce au mode`le des cellules bi-disperse et a` un
mode`le de rayon e´quivalent a` utiliser dans un mode`le des cellules mono-disperse.
Enfin, ces pre´occupations concernent la pre´cision de mode`les rapides, et donc acceptables pour une utilisation en
inge´nierie, en se focalisant sur les erreurs qui peuvent eˆtre lie´es aux hypothe`ses de mode´lisation. L’erreur commise
par le mode`le des cellules en mono-disperse sera quantifie´e et dans le cas bi-disperse, le domaine de validite´ du
mode`le de rayon e´quivalent sera e´tudie´. Il existe d’autres sources d’erreur dans les simulations, en particulier les
erreurs lie´es a` la convergence des me´thodes nume´riques et les erreurs lie´es a` la propagation des incertitudes sur les
parame`tres d’entre´e des mode`les nume´riques car ceux-ci sont accessibles par mesure expe´rimentale. En effet, un
mode`le extreˆmement pre´cis mais amplifiant beaucoup les incertitudes sur les conditions physico-chimiques serait
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inutilisable a` des fins d’inge´nierie. Nous e´valuerons donc aussi quelles sont ces incertitudes et les conse´quences
qu’elles peuvent avoir sur une e´quation d’e´tat calcule´e a` partir du mode`le des cellules. Nous discuterons aussi
de la cohe´rence a` respecter entre les diffe´rents types de mesure de la charge des colloı¨des et les mode`les dans
lesquels ces diffe´rentes charges sont utilise´es. Les techniques expe´rimentales de mesure de la charge qui seront
appre´hende´es sont la titration et l’e´lectrophore`se.
Pour e´tudier dans quelle mesure la mode´lisation des interactions e´lectrostatiques des dispersions colloı¨dales est
envisageable dans un contexte d’inge´nierie des colloı¨des, nous proposons donc un bref rappel sur les interac-
tions dans le chapitre (1) et nous pre´sentons les me´thodes nume´riques utilise´es dans ces travaux dans le chapitre
(2). Le chapitre (3) est consacre´ a` la de´termination de la robustesse des re´sultats du mode`le des cellules mono-
disperse en fonction des conditions physico-chimiques d’une dispersion. Des extensions possibles de ce mode`le
vers les suspensions bi-disperses sont pre´sente´es au chapitre (4). Enfin au chapitre (5) nous e´valuerons la sensibi-
lite´ de ces mode`les a` leurs parame`tres d’entre´e issus de mesures physico-chimiques (charge...) et nous discuterons
des diffe´rents types de charges mesure´es expe´rimentalement et de la pertinence de leur utilisation avec diffe´rents
mode`les.


1 MODE´LISATION DES INTERACTIONSE´LECTROSTATIQUES
Dans ce premier chapitre, nous pre´sentons la the´orie choisie pour mode´liser les interactions e´lectrostatiques
dans une dispersion. Il s’agit de la the´orie de Poisson-Boltzmann. Ce choix se justifie par le fait que ce mode`le
demande moins de ressources nume´riques pour calculer la pression osmotique, les ions e´tant repre´sente´s par leur
densite´. Cela n’est pas force´ment le cas dans le mode`le primitif qui calcule la distribution en ions [16]. Le mode`le
primitif serait tre`s couˆteux par rapport a` celui de Poisson-Boltzmann.
Nous commencerons par de´tailler ce dernier mode`le, repre´sente´ par l’e´quation de Poisson-Boltzmann. Celle-ci
prend en compte les interactions e´lectrostatiques entre une particule charge´e, les espe`ces ioniques qui l’entourent,
ainsi que l’agitation thermique des ions. Son domaine de validite´ sera de´fini e´galement. L’approximation de Debye-
Hu¨ckel permettant de la line´ariser sera pre´sente´e.
La seconde partie fera l’objet d’une e´tude the´orique a` propos des grandeurs me´caniques et thermodynamiques
graˆce auxquelles nous pouvons estimer l’e´quation d’e´tat.
La dernie`re partie est une e´tude the´orique d’un mode`le simplifie´ de de´termination de la pression osmotique dans
les cas mono-disperse et bi-disperse.

32 CHAPITRE 1. MODE´LISATION DES INTERACTIONS E´LECTROSTATIQUES
1 THE´ORIE DE POISSON-BOLTZMANN
Notons au pre´alable que les parame`tres adimensionne´s seront repre´sente´s par un aste´risque : *.
1.1 DOUBLE COUCHE E´LECTRIQUE
Lorsqu’une surface charge´e est en contact avec une solution contenant des ions (e´lectrolyte), ces derniers
se re´partissent de fac¸on non uniforme cre´ant en meˆme temps un potentiel e´lectrostatique. Cette re´partition des
charges autour de la surface charge´e a e´te´ de´crite dans plusieurs mode`les. Celui propose´ par Helmholtz en 1879
est le plus ancien et le plus simple. Il est base´ sur un mode`le physique qui conside`re que les espe`ces ioniques
forment une seule couche comme dans un condensateur plan. Les contre-ions pre´sents dans la solution viennent
de pre´fe´rence se placer en face de la surface charge´e pour re´tablir l’e´lectro-neutralite´ des charges de surface [17],
[18]. Cette couche de contre-ions est suppose´e eˆtre immobile a` la surface des particules et elle est appele´e couche
de Helmholtz.
Ensuite, un autre mode`le introduit par Gouy (1910) et Chapman (1913) a e´te´ construit pour calculer le potentiel
e´lectrostatique autour de la surface charge´e. Dans cette the´orie, la surface charge´e est suppose´e plane, d’e´tendue
infinie et uniforme´ment charge´e. Ce mode`le, contrairement au pre´ce´dent, tient compte de la diffusion des ions
lie´e a` l’agitation thermique. Les fluctuations thermiques tendent a` repousser les contre-ions loin de la surface
charge´e (colloı¨de) comme le montre la figure (1.1). Cela conduit a` la formation d’une double couche qui combine
la couche de Stern et la couche diffuse plus e´tendue. La limite fictive entre ces deux couches est mate´rialise´e par
le plan Helmholtz.
1.2 DISTRIBUTION DE BOLTZMANN
Dans le cas d’une dispersion colloı¨dale est en contact avec un re´servoir d’ions, les principales hypothe`ses dans la
the´orie de Boltzmann supposent que :
– Les ions sont conside´re´s comme des charges ponctuelles, mais aussi de´corre´le´s les uns des autres.
– Les proprie´te´s die´lectriques du solvant sont uniformes.
– Et le potentiel de la force moyenne est e´gal au potentiel local en moyenne.
La re´partition des ions dans la double couche e´lectrique peut eˆtre mode´lise´e en utilisant la the´orie de Boltzmann.
Dans le mode`le de Gouy-Chapman, les ions de la couche diffuse e´tant a` l’e´quilibre, la force coulombienne est
e´gale a` la force thermique. La somme des deux forces est donc nulle, ce qui implique que le gradient de potentiel
e´lectrochimique s’e´crit de la manie`re suivante :
kBT∇(lnnk) + ezk∇ψ = 0 (1.1)
1 The´orie de Poisson-Boltzmann
1.3 E´quation de Poisson-Boltzmann
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FIGURE 1.1: Mode`le de la double couche e´lectrique [2]. La couche de Stern et la couche diffuse forment la double
couche e´lectrique. La limite entre ces deux couches est mate´rialise´e par le plan de Helmholtz repre´sente´ par le trait
plein sur cette figure.
avec kB la constante de Boltzmann , T la tempe´rature, zk la valence de l’espe`ce k, nk la densite´ en nombre de
l’espe`ce k, ψ le potentiel e´lectrostatique local et e la charge d’un e´lectron.
En inte´grant l’e´quation (1.1), nous obtenons l’expression de la densite´ en ions :
kBT
∫ n∞k
nk
∇(lnnk) + ezk
∫ 0
ψ
∇ψ = 0 (1.2)
avec n∞k la densite´ en nombre de l’espe`ce k loin de la surface charge´e, ou` le potentiel e´lectrostatique est nul
(ψ = 0).
Cette inte´grale montre que la densite´ en ions suit la distribution de Boltzmann reliant la concentration locale en
ions (densite´ nk ) au potentiel e´lectrostatique local :
nk = n∞k e
− ezkψkBT (1.3)
1.3 E´QUATION DE POISSON-BOLTZMANN
L’e´quation de Poisson relie le potentiel e´lectrostatique et la densite´ volumique de charge. En effet, le potentiel
e´lectrostatique ψ suit l’une des lois de Maxwell dans la particule charge´e et dans le solvant. C’est la loi de Gauss
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pour l’e´lectricite´ qui, sous forme diffe´rentielle, s’e´crit :
∇ · (−∇ψ) = ρf (1.4)
avec,  la permittivite´ e´lectrique relative du milieu, ρf la densite´ volumique de charges mobiles.
Cette densite´ est de´finie par :
ρf =
N∑
k=1
ezknk (1.5)
avec N repre´sentant le nombre d’espe`ces ioniques pre´sentes dans l’e´lectrolyte du syste`me charge´.
Dans l’ensemble de ce travail, la densite´ volumique de charges mobiles sera suppose´e nulle (ρf = 0) dans le
solide.
1.4 E´QUATION DE POISSON
En combinant les e´quations (1.3) et (1.4), l’e´quation de Poisson-Boltzmann s’e´crit de la manie`re suivante :
∇ · (−∇ψ) =
N∑
k=1
ezkn
∞
k e
− ezkψkBT (1.6)
Cette e´quation permet de calculer le potentiel e´lectrostatique cre´e´ par la pre´sence de la particule charge´e et en-
toure´e d’un solvant ionise´. Elle prend en compte les interactions e´lectrostatiques entre particule charge´e et ions
environnants, en conside´rant e´galement l’agitation thermique des ions.
1.5 DOMAINE DE VALIDITE´ DE L’E´QUATION DE POISSON-BOLTZMANN
L’e´quation de Poisson-Boltzmann est e´tablie avec l’hypothe`se d’un champ moyen. Elle pre´voit toujours un
potentiel re´pulsif.
Plusieurs travaux de la litte´rature [19], [20] ont the´oriquement montre´ l’apparition d’une attraction sur des surfaces
planes. Ils ont de´montre´ que cette attraction de´coulait des corre´lations spatiales entre contre-ions, pre`s des surfaces
charge´es. Ceux-ci interagissent lorsque ces surfaces sont charge´es et tre`s proches. Il est possible de pre´dire l’ap-
parition de l’attraction entre contre-ions associe´s aux surfaces planes, graˆce au parame`tre e´lectrostatique Ξ donne´
par l’e´quation (1.7). L’attraction est mise en e´vidence lorsque Ξ est supe´rieur ou e´gal a` douze [21].
Ξ = 2piz
3l2Bσ
e
(1.7)
avec lB = e2/(4pikBT ) la longueur de Bjerrum, z la valence des ions et σ la densite´ de charge de surface.
1 The´orie de Poisson-Boltzmann
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Par la suite, Linse et Lobaskin [13] ont e´tendu ce parame`tre e´lectrostatique a` des particules de forme sphe´rique
graˆce a` des simulations base´es sur le mode`le primitif (mode`le qui suit individuellement tous les ions). L’attraction
est pre´sente lorsque le couplage devient fort, c’est-a`-dire quand les contre-ions sont divalents ou trivalents.
Dans ce travail, les simulations sont re´alise´es dans les conditions de faible couplage e´lectrostatique. Les
e´lectrolytes sont syme´triques, les ions monovalents (z+ = 1 et z− = 1) et donc n∞+ = n∞− = n∞.
L’e´quation (1.3) s’e´crit alors :
n± = n∞e∓
eψ
kBT = n∞e∓ψ
∗
(1.8)
avec : ψ∗ = eψkBT le potentiel e´lectrostatique sans dimension.
L’e´quation de Poisson-Boltzmann (1.6) dans un e´lectrolyte 1 : 1 est de la forme suivante :
∆ψ = 2en
∞

sinh
(
eψ
kBT
)
(1.9)
Dans les me´thodes nume´riques que nous utilisons, tous les parame`tres sont adimensionne´s. Les longueurs xi sont
norme´es par la longueur de Debye κ−1 pour avoir x∗i = κxi. La densite´ en nombre d’ions n± est norme´e par
n∞ d’ou` n∗± =
n±
n∞ . L’ope´rateur ∇ est norme´ par κ, donc la forme adimensionne´e est ∇∗ = ∇κ . En utilisant ces
adimensionnalisations, l’e´quation (1.9) devient :
∆∗ψ∗ = sinhψ∗ (1.10)
dans le solvant. Dans la partie solide, l’e´quation pre´ce´dente est attribue´e a` Laplace :
∆∗ψ∗ = 0 (1.11)
Cette e´criture est possible car les syste`mes e´tudie´s ici sont des dispersions colloı¨dales en contact avec un re´servoir
d’ions et non une dispersion dans un contenant d’ions. Cela permet de dire que la longueur de Debye κ−1, qui est
une longueur caracte´ristique de l’e´paisseur de la double couche e´lectrique, vaut :
κ−1 =
√
kBT
2e2n∞ (1.12)
1.6 APPROXIMATION DE DEBYE-HU¨CKEL : LINE´ARISATION DE L’E´QUATION DE
POISSON-BOLTZMANN
La re´solution analytique de l’e´quation de Poisson-Boltzmann (1.6) est loin d’eˆtre simple, sauf pour des
ge´ome´tries triviales. L’approximation de Debye-Hu¨ckel consiste donc a` chercher une solution approche´e de cette
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e´quation, en conside´rant que l’e´nergie e´lectrique est faible devant l’e´nergie thermique. Sachant que eψ  kBT ,
nous pouvons alors faire un de´veloppement limite´ au premier ordre de l’exponentielle et nous trouvons :
e−
ezkψ
kBT = 1− ezkψ
kBT
(1.13)
Cette hypothe`se permet de line´ariser l’e´quation (1.6) qui devient :
∆ψ = −1

N∑
k=1
ezkn
∞
k +
1

N∑
k=1
e2z2kn
∞
k ψ
kBT
(1.14)
Or, les syste`mes e´tudie´s sont e´lectriquement neutres et le terme contenant l’expression
∑N
k=1 ezkn
∞
k s’annule.
L’e´quation (1.14) se simplifie pour devenir :
∆ψ =
N∑
k=1
e2z2kn
∞
k
kBT
ψ (1.15)
L’e´quation de Poisson-Boltzmann line´arise´e peut s’e´crire dans un e´lectrolyte 1 : 1 comme suit :
∆ψ = κ2ψ (1.16)
Elle peut e´galement s’e´crire de fac¸on adimensionne´e, cela revient a` e´crire :
∆∗ψ∗ = ψ∗ (1.17)
Si le potentiel e´lectrostatique peut se calculer dans le solvant avec l’e´quation de Poisson-Boltzmann et dans le
solide avec l’e´quation de Laplace, il existe une interface qui mode´lise la frontie`re entre la partie solide et la partie
liquide du syste`me colloı¨dal e´tudie´. Comme les particules sont charge´es, il est ne´cessaire de prendre en compte
cette contrainte dans le calcul du potentiel e´lectrostatique.
1.7 CONDITIONS AUX LIMITES
Les conditions aux limites usuelles, utilise´es a` l’interface solide-liquide, sont de deux types :
– La premie`re repose sur le potentiel e´lectrostatique a` la surface de chaque particule (condition de type Dirichlet).
– La deuxie`me concerne la densite´ de charge de surface. Celle-ci correspond a` la condition de Gauss (condition
de saut a` l’interface solide-liquide).
Lorsqu’un potentiel ψs est impose´ a` la surface de la particule, cela se traduit mathe´matiquement par l’e´quation
suivante :
ψ∗ = ψ∗s (1.18)
2 Calcul de grandeurs de´rive´es dans une approche a` N corps
2.1 Grandeurs me´caniques
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Lorsque la charge est impose´e a` l’interface solide-liquide, cela se mode´lise comme suit :
(solide∇ψ|solide − solvant∇ψ |solvant) .~n = σ (1.19)
avec solide, la permittivite´ relative du solide, solvant, la permittivite´ relative du solvant, σ, la densite´ de charge de
surface et ~n, le vecteur unitaire normal a` l’interface solide-liquide et dirige´ vers l’exte´rieur.
L’e´quation mode´lisant la condition limite sans dimension est :
(∗solide∇∗ψ∗|solide −∇∗ψ∗ |solvant) .~n∗ = σ∗ (1.20)
avec ∗solide = solidesolvant et σ
∗ = σκkBTsolvant
e
.
La charge est norme´e par κkBTsolvante ou
√
2n∞kBTsolvant.
En re´alite´, la densite´ de charge de surface, facteur important dans le controˆle des interactions entre surfaces
charge´es, peut eˆtre non uniforme dans certains syste`mes. Cette densite´ de charge de surface est donne´e par le
nombre de groupes ionise´s a` la surface des particules et de´pend des conditions physico-chimiques du milieu. Cette
charge est tre`s sensible a` la distance qui se´pare les surfaces charge´es [22, 23]. Sa re´gulation peut avoir un effet
dans le calcul de la pression osmotique spe´cialement lorsque les surfaces sont tre`s proches. Cela s’explique par les
corre´lations qui existent entre sites ionise´s pre´sents a` la surface et aussi entre sites ionise´s et contre-ions. Dans les
simulations que nous effectuerons, nous fixerons un crite`re tel que la distance se´parant les surfaces des particules
en interaction soit supe´rieure au septie`me de leur rayon [23]. Cette distance critique, en dessous de laquelle l’hy-
pothe`se d’uniformite´ de la densite´ de charge de surface devient errone´e, ne sera pas atteinte dans nos simulations.
2 CALCUL DE GRANDEURS DE´RIVE´ES DANS UNE APPROCHE A` N CORPS
En re´solvant les e´quations de Poisson-Boltzmann et de Laplace, accompagne´es de la condition impose´e a`
l’interface solide-liquide, nous avons le potentiel e´lectrostatique. Il est possible d’en tirer des grandeurs me´caniques
et thermodynamiques. Celles-ci sont choisies pour de´terminer la pression osmotique d’une dispersion colloı¨dale
donne´e.
2.1 GRANDEURS ME´CANIQUES
2.1.1 TENSEUR DES CONTRAINTES OSMOTIQUES D’EXCE`S τij
Dans une approximation de champ moyen comme dans la the´orie de Poisson-Boltzmann, le tenseur des
contraintes totales τij est la somme du tenseur des contraintes dues a` l’exce`s de pression osmotique des ions ∆Πex
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et du tenseur de Maxwell (contraintes e´lectrostatiques). Ce tenseur syme´trique 3× 3 est de la forme suivante :
τij = −∆Πexδij + 
(
EiEj − 12EkEkδij
)
(1.21)
ou` δij repre´sente le symbole de Kronecker.
Lorsque l’exce`s de pression osmotique des ions est remplace´ par sa valeur dans un e´lectrolyte 1 : 1 , l’e´quation
ci-dessus devient :
τij = −kBT ((n+ + n−)− 2n∞) δij + 
(
EiEj − 12EkEkδij
)
(1.22)
En remplac¸ant les valeurs de la densite´ en ions n− et n+ par l’e´quation (1.3), le tenseur des contraintes osmotiques
d’exce`s devient :
τij = −2n∞kBT
(
cosh
(
eψ
kBT
)
− 1
)
δij + 
(
EiEj − 12EkEkδij
)
(1.23)
Si nous travaillons dans des conditions ou` la line´arisation est possible, en utilisant le de´veloppement limite´ d’ordre
deux de cosh
(
eψ
kBT
)
: 1 +
(
eψ
kBT
)2
2 , la forme line´arise´e du tenseur des contraintes est retranscrite de la manie`re
suivante :
τij = −n∞kBT
(
eψ
kBT
)2
δij + 
(
EiEj − 12EkEkδij
)
(1.24)
Nous allons maintenant donner les expressions du tenseur des contraintes de fac¸on adimensionne´e.
Par de´finition, le champ e´lectrique de´rive du potentiel e´lectrostatique. Ce qui correspond a` e´crire :
E = −∇ψ = −∇∗ψ∗
(
κkBT
e
)
(1.25)
L’expression du champ e´lectrique norme´ s’e´crit alors comme suit :
E∗i =
Ei(
κkBT
e
) (1.26)
En remplac¸ant les expressions du champ e´lectrique et du potentiel e´lectrostatique dans celle du tenseur des
contraintes, nous obtenons :
τij = −2n∞kBT (coshψ∗ − 1) δij + 
(
κkBT
e
)2(
E∗i E
∗
j −
1
2E
∗
kE
∗
kδij
)
(1.27)
Comme 
(
κkBT
e
)2 = 2n∞kBT , l’expression norme´e du tenseur des contraintes osmotiques d’exce`s adimensionne´
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est :
τ∗ij = − (coshψ∗ − 1) δij +
(
E∗i E
∗
j −
1
2E
∗
kE
∗
kδij
)
(1.28)
Lorsque les conditions de line´arisations sont ve´rifie´es, ce tenseur prend la forme suivante :
τ∗ij = −
ψ∗2
2 δij +
(
E∗i E
∗
j −
1
2E
∗
kE
∗
kδij
)
(1.29)
La pression osmotique adimensionne´e due a` l’exce`s d’ions est :
∆Π∗ex =
{− (coshψ∗ − 1) non-line´arise´e
−ψ∗22 line´arise´e
Le tenseur des contraintes osmotiques d’exce`s τij est norme´ par 2n∞kBT et le champ e´lectrique par κkBTe
2.1.2 FORCES E´LECTROSTATIQUES
Connaissant le tenseur des contraintes osmotiques d’exce`s, la force e´lectrostatique [24] exerce´e sur l’interface
Γ est calcule´e ainsi :
Fi =
∮
Γ
τijnjdS (1.30)
ou` nj est le vecteur unitaire normal a` l’interface solide-liquide et dirige´ vers l’exte´rieur.
L’e´criture de la force e´lectrostatique sans dimension consiste a` normer, dans l’e´quation pre´ce´dente, tous les pa-
rame`tres physiques. Ce qui conduit a` :
Fi =
∮
Γ∗
τ∗ij (2n∞kBT )n∗j
1
κ2
dS∗ (1.31)
En remplac¸ant la longueur de Debye κ−1 par son expression dans un e´lectrolyte 1 :1, la force e´lectrostatique
devient :
Fi = 
(
kBT
e
)2 ∮
Γ∗
τ∗ijn
∗
jdS
∗ (1.32)
d’ou` sa forme sans dimension ci-dessous :
F ∗i =
Fi

(
kBT
e
)2 = ∮
Γ∗
τ∗ijn
∗
jdS
∗ (1.33)
La force e´lectrostatique est donc norme´e par 
(
kBT
e
)2
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2.2 GRANDEURS THERMODYNAMIQUES
2.2.1 E´NERGIE LIBRE DE HELMHOLTZ
L’e´nergie libre de Helmholtz A est une grandeur thermodynamique souvent utilise´e comme condition
d’e´quilibre des syste`mes colloı¨daux. On conside`re que l’e´tat d’e´quilibre d’un syste`me colloı¨dal est atteint lorsque
l’e´nergie libre de Helmholtz est a` son minimum. Cette dernie`re est utilise´e pour calculer la pression osmotique
d’une dispersion colloı¨dale. Son expression, lorsque la condition a` l’interface solide-liquide est une condition de
Gauss, [25] :
A =
∫
V
[
ρfixeψ − 2n∞kBT
(
cosh
(
eψ
kBT
)
− 1
)
− 12E
2
]
dV (1.34)
avec V le volume disponible pour les ions ou, en d’autres termes, le volume de l’e´lectrolyte.
Si nous e´crivons l’e´quation pre´ce´dente de l’e´nergie de Helmholtz sous forme adimensionnelle, nous trouvons :
A = 1
κ3
∫
V ∗
[

(
κkBT
e
)2
ρ∗fixeψ∗ − 2n∞kBT (coshψ∗ − 1)− 12
(
κkBT
e
)2
E2∗
]
dV∗ (1.35)
Comme 
(
κkBT
e
)2 = 2n∞kBT , l’e´nergie libre de Helmholtz sans dimension peut s’e´crire :
A∗ =
∫
V ∗
(
ρ∗fixeψ∗ − (coshψ∗ − 1)− 12E
2∗
)
dV∗ (1.36)
et dans le cas ou` le potentiel e´lectrostatique est calcule´ a` partir de l’e´quation de Poisson-Boltzmann line´arise´e, elle
s’e´crit :
A∗ =
∫
V ∗
(
ρ∗fixeψ∗ − ψ
∗2
2 −
1
2E
2∗
)
dV∗ (1.37)
L’e´nergie libre de Helmholtz est donc norme´e par 2n
∞kBT
κ3 .
2.2.2 RELATION ENTRE L’E´NERGIE LIBRE DE HELMHOLTZ A ET LE GRAND POTENTIEL Ω
Comme l’e´nergie libre de Helmholtz, il existe une autre grandeur thermodynamique appele´e Grand potentiel
Ω qui permet de connaıˆtre l’e´tat d’e´quilibre des ions d’un e´lectrolyte. Cette grandeur permet e´galement de calculer
sa pression osmotique. Par de´finition, la pression totale d’une dispersion colloı¨dale est la somme de la pression
osmotique Π = − ∂A∂V
∣∣∣∣
T,µ
et de celle exerce´e dans le re´servoir Pres = 1β
∑N
k=1 n
∞
k . Cette pression totale peut
aussi se calculer a` partir du grand potentiel graˆce a` l’e´quation suivante [26] :
P = − ∂Ω
∂V
∣∣∣∣
T,µ
(1.38)
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Le grand potentiel s’exprime [26] :
Ω = 12β
∫
V
ρfixeψ∗dV− 1
β
∫
V
N∑
k=1
nk
[
1 + 12zkψ
∗
]
dV (1.39)
Sachant que − ∂A∂V
∣∣∣∣
T,µ
+ 1β
∑N
k=1 n
∞
k = − ∂Ω∂V
∣∣∣∣
T,µ
, l’e´nergie libre de Helmholtz devient :
A = Ω + 1
β
∫
V
N∑
k=1
n∞k dV (1.40)
En remplac¸ant Ω par son expression donne´e par l’e´quation (1.39), nous avons :
A = 12β
∫
V
ρfixeψ∗dV− 1
β
∫
V
N∑
k=1
nk
[
1 + 12zkψ
∗
]
dV + 1
β
∫
V
N∑
k=1
n∞k dV (1.41)
Pour des raisons nume´riques qui seront de´taille´es dans la section ( 2.2.2), nous allons fusionner l’inte´grande de la
partie du re´servoir avec celle de la dispersion colloı¨dale, pour avoir l’inte´grale ge´ne´rale suivante :
A = 12β
∫
V
ρfixeψ∗dV− 1
β
∫
V
N∑
k=1
[
nk
(
1 + 12zkψ
∗n∞k
)
− n∞k
]
dV (1.42)
Notre cas d’e´tude e´tant limite´ a` un e´lectrolyte syme´trique 1 : 1, afin de respecter la validite´ de l’e´quation de
Poisson-Boltzmann, l’expression de l’e´nergie devient :
A = 12β
∫
V
ρfixeψ∗dV− 2n
∞
β
∫
V
[
(coshψ∗ − 1)− 12ψ
∗ sinhψ∗
]
dV (1.43)
Au final, l’e´nergie de Helmholtz sans dimension s’e´crit e´galement de la manie`re suivante :
A∗ = 12
∫
S∗
σ∗fixeψ∗dS∗ −
∫
V ∗
[
(coshψ∗ − 1)− 12ψ
∗ sinhψ∗
]
dV∗ (1.44)
avec σ∗fixe la densite´ de charge de surface de la particule suppose´e fixe et S∗ la surface de la particule.
L’e´nergie libre de Helmholtz calcule´e avec l’e´quation (1.36) a e´te´ compare´e a` celle obtenue avec l’e´quation (1.44).
Ces re´sultats, bien que pre´liminaires, ont montre´ que la deuxie`me e´quation est plus facilement accessible. La
difficulte´ reposant sur le calcul du champ e´lectrique explique´e dans le chapitre suivant, n’est plus pre´sente lorsque
l’e´nergie est de´termine´e avec l’e´quation (1.44).
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2.2.3 FONCTION DE DISTRIBUTION RADIALE g(r) ET FACTEUR DE STRUCTURE S(q)
La fonction de distribution radiale g(r) et le facteur de structure S(q) permettent de connaıˆtre la structure
locale d’une dispersion colloı¨dale donne´e. En effet, g(r) caracte´rise la probabilite´ de trouver une autre particule
situe´e a` la distance r d’une particule de re´fe´rence. Cette fonction donne des informations importantes sur la struc-
ture du milieu. Le facteur de structure S(q) est une grandeur directement mesurable dans les simulations et dans
les expe´riences de diffusion de Rayons X et de neutrons. S(q) caracte´rise l’e´cart entre la distribution spatiale de
particules quelconques et celle, ale´atoire, d’un gaz parfait. Ce facteur peut eˆtre calcule´ de diffe´rentes manie`res.
Pour un syste`me homoge`ne et isotrope, il se calcule directement via la transforme´e de Fourier de g(r) comme le
montre l’e´quation ci-dessous [27] :
S(q) = 1 + 4piρ
∫ ∞
0
r
sin(qr)
q
(g(r)− 1) dr (1.45)
avec q : le vecteur d’onde qui est inversement proportionnel a` la longueur d’onde λ, ρ : la densite´ en nombre de
particules.
La valeur du facteur de structure d’une dispersion colloı¨dale dilue´e tendra donc vers 1 puisque sa distribution
ressemble a` celle d’un gaz parfait. Lorsque les dispersions sont concentre´es, l’allure de S(q) donnera des informa-
tions importantes sur la distribution spatiale de particules. S(q) permet de connaıˆtre la pression osmotique d’une
dispersion colloı¨dale.
2.3 CALCUL DE LA PRESSION OSMOTIQUE
La pression osmotique dans cette cette approche a` N corps peut se de´terminer de plusieurs manie`res. La cellule
limitant la dispersion colloı¨dale est de forme cubique. Ce choix de ge´ome´trie permet de travailler en coordonne´es
carte´siennes. Les conditions aux limites pe´riodiques pourront s’appliquer facilement. Si la cellule utilise´e posse`de
des syme´tries cubiques, la force normale a` la surface du cube Γ est sa projection sur la normale ni. Cela se traduit
par l’e´quation ci-dessous :
Fi.ni =
(∫
Γ
τijnjdS
)
.ni (1.46)
En divisant l’e´quation pre´ce´dente de la force normale par la surface d’une face du cube Γ, nous obtenons la pression
osmotique sur une face du cube :
Π = 1Γ
(∫
Γ
τijnjdS
)
.ni (1.47)
Pour connaitre la pression osmotique totale, il faut alors la calculer sur les 6 faces du cubes et choisir la valeur
moyenne.
Une autre me´thode consiste a` calculer la pression osmotique connaissant l’e´nergie libre de Helmholtz dans un
3 Un mode`le simplifie´ : Le mode`le des cellules
3.1 Mode´lisation d’une dispersion colloı¨dale mono-disperse
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e´lectrolyte de volume V [11] graˆce a` l’e´quation suivante :
Π = −∂A
∂V
∣∣∣∣
T,Nc
(1.48)
avec Nc le nombre de particules colloı¨dales.
L’expression de l’e´nergie libre de Helmholtz est donne´e par l’e´quation (1.44). La me´thode nume´rique qui permet
de calculer Π avec l’e´quation (1.48) sera de´taille´e dans la section ( 2.2.2) du chapitre ( 2)
La pression osmotique peut encore se calculer en utilisant la relation de Kirkwood-Buff [6] :
χ = ∂ρ
∂βΠ
∣∣∣∣
T
(1.49)
avec β = 1/kBT et χ la compressibilite´ isotherme.
Cette quantite´ thermodynamique est donne´e par l’expression du facteur de structure lorsque le vecteur d’onde est
nul (longueur d’onde infinie), c’est-a`-dire S(0) par la relation ci-dessous :
χ = ∂ρ
∂βΠ
∣∣∣∣
T
= S(0) (1.50)
La mesure expe´rimentale de S(0) est accessible notamment par SAXS (Small Angle X-ray Scattering).
Nume´riquement, graˆce a` la position de chaque particule charge´e, il est possible de de´terminer la fonction de
distribution radiale g(r) puis d’en de´duire S(0) avec l’e´quation (1.45). Que ce soit par l’expe´rience ou avec
une me´thode nume´rique, la valeur du facteur de structure aux longueurs d’onde infinies S(0) est de´termine´e par
extrapolation. Connaissant alors la valeur S(0) de la dispersion colloı¨dale, l’e´quation diffe´rentielle (1.50) est
inte´gre´e pour en extraire la pression osmotique. Les diffe´rentes approches de calcul de S(0) seront de´veloppe´es
dans le chapitre (2).
Toutes les grandeurs me´caniques et thermodynamiques pre´sente´es dans cette section ont un seul but : Celui de
de´terminer la pression osmotique. Meˆme si les diffe´rentes me´thodes d’estimation de Π sont tre`s avance´es, leur
utilisation n’est pas routinie`re. Cela demande beaucoup de ressources nume´riques. Nous allons donc pre´senter
une alternative a` la re´solution du proble`me. Cette me´thode devra eˆtre simple d’utilisation et moins one´reuse en
ressources nume´riques.
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3 UN MODE`LE SIMPLIFIE´ : LE MODE`LE DES CELLULES
3.1 MODE´LISATION D’UNE DISPERSION COLLOI¨DALE MONO-DISPERSE
Le (mode`le des cellules en franc¸ais) vise a` re´duire la complexite´ d’un proble`me a` N colloı¨des a` celui a` un
seul colloı¨de. En contre-partie, nous ne pouvons pas capter les effets des interactions directes entre colloı¨des. Ce
mode`le consiste a` diviser une dispersion colloı¨dale (figure (1.2)(A)) en plusieurs cellules e´lectro-neutres ou cellules
de Wigner-Seitz (figure (1.2)(B)). Ensuite, ces cellules sont suppose´es identiques et sphe´riques (figure (1.2)(C)).
Chaque cellule contient une seule particule charge´e et n’interagit pas avec les cellules voisines, comme le montre
la figure (1.2)(C) tire´e de [28]. Le proble`me est re´solu ensuite dans une seule cellule comme l’illustre la figure
(1.3).
(A) Dispersion colloı¨dale (B) Cellules e´lectro-neutres (C) Cellules sphe´riques et identiques
FIGURE 1.2: E´tapes de mode´lisation de l’approximation des cellules de Wigner-Seitz.
Dans le mode`le des cellules, les e´quations de Poisson-Boltzmann et de Laplace s’e´crivent :
∆∗ψ∗ =
{
sinhψ∗ dans le solvant
0 dans la particule charge´e
D’apre`s le the´ore`me de Gauss, le flux du champ e´lectrique a` travers une surface S est e´gal a` :∫
S
E dS = Q
0
(1.51)
avec 0 la permittivite´ du vide et Q la somme des charges contenues dans le volume de´limite´ par la surface S.
Comme les cellules de Wigner-Seitz e´lectro-neutres (Q = 0) sont sphe´riques, nous en de´duisons que le champ
3 Un mode`le simplifie´ : Le mode`le des cellules
3.2 Solution de Poisson-Boltzmann Line´arise´e dans le mode`le des cellules
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FIGURE 1.3: Cellule sphe´rique de Wigner-Seitz de rayon R avec une frontie`re repre´sente´e par les pointille´s. La
cellule contient un colloı¨de de rayon a et de valence Z.
e´lectrique E∗ est uniforme a` la frontie`re (r∗ = R∗) de la cellule et nul :
E∗ (r∗ = R∗) =
(
−∂ψ
∗
∂r∗
, 0, 0
)
= 0 (1.52)
Lorsque la condition a` l’interface est une condition de saut de charge impose´e a` la surface de la particule, en
syme´trie sphe´rique, l’e´quation de Maxwell conduit a` ∇∗ψ∗ |solide= 0 et l’e´quation (1.20) est :
∇∗ψ∗.n∗ |solvant= −σ∗ (1.53)
La pression osmotique s’exprime ainsi [29] :
Π = kBT (n−(R) + n+(R))− 2n∞kBT (1.54)
avec 2n∞kBT la pression dans le re´servoir.
d’ou` son expression finale :
Π = 2n∞kBT (cosh (ψ (R))− 1) (1.55)
3.2 SOLUTION DE POISSON-BOLTZMANN LINE´ARISE´E DANS LE MODE`LE DES
CELLULES
La line´arisation de l’e´quation de Poisson-Boltzmann se fait autour de ψ = 0 et son expression est :
∆∗ψ∗ = 1
r∗2
∂
∂r∗
(
r∗2
∂ψ∗
∂r∗
)
= ψ∗ (1.56)
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La solution ge´ne´rale de cette e´quation diffe´rentielle est de la forme :
ψ∗ (r∗) = 1
r∗
(
Ae−r
∗
+Be+r
∗)
(1.57)
avec A et B des coefficients a` de´terminer.
En appliquant la condition d’e´lectro-neutralite´ a` la frontie`re de la cellule, par le biais de l’e´quation (1.52), nous
avons :
A = BR
∗ − 1
R∗ + 1e
2R∗ (1.58)
La solution ge´ne´rale devient :
ψ∗ (r∗) = B
r∗
[
R∗ − 1
R∗ + 1e
2R∗−r∗ + er
∗
]
(1.59)
Pour un potentiel de surface ψ∗ (a∗) = ψ∗s , nous trouvons un potentiel e´lectrostatique dans la cellule de la forme
suivante :
ψ∗ (r∗) = a
∗ψ∗s
r∗
er
∗ + R∗−1R∗+1e2R
∗−r
ea∗ + R∗−1R∗+1e2R
∗−a∗ (1.60)
Pour une densite´ de charge de surface σ∗ :
ψ∗
′
(a∗) = −σ∗ (1.61)
comme le coefficient B est e´gal a` :
B = σ∗a∗2 1
(1− a∗) ea∗ + (1 + a∗) R∗−1R∗+1e2R∗−a∗
(1.62)
La solution ge´ne´rale finale est :
ψ∗ (r∗) = σ
∗a∗2
r∗
er
∗ + R∗−1R∗+1e2R
∗−r∗
(1− a∗) ea∗ + (1 + a∗) R∗−1R∗+1e2R∗−a∗
(1.63)
La pression osmotique se calcule a` partir de l’e´quation (1.55). Elle s’obtient en faisant le de´veloppement limite´ du
cosinus hyperbolique au second ordre. Ce qui correspond a` :
Π = n∞kBTψ (R)2 (1.64)
3.3 MODE´LISATION D’UNE DISPERSION COLLOI¨DALE POLY-DISPERSE
D’apre`s le mode`le des cellules mono-disperse, la pression osmotique d’un syste`me colloı¨dal peut se calculer
graˆce a` la connaissance de certains parame`tres, notamment la taille des particules, leur charge, la concentration
ionique du solvant ou` se trouvent les particules et leur fraction volumique. Il est possible de proposer, a` partir de
3 Un mode`le simplifie´ : Le mode`le des cellules
3.3 Mode´lisation d’une dispersion colloı¨dale poly-disperse
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l’article [30], une me´thode qui permet de calculer la pression osmotique d’une dispersion colloı¨dale bi-disperse,
ainsi que le montre la figure (1.4). Le mode`le des cellules bi-disperse est le couplage de deux mode`les des cellules
de tailles diffe´rentes. Les parame`tres physiques dans ce mode`le bi-disperse sont : la taille, la charge des particules
et la longueur de Debye. Les parame`tres qui rele`vent purement de la me´thode d’optimisation sont : la taille des
cellules de Wigner-Seitz, permettant d’avoir la fraction volumique souhaite´e, et le potentiel a` la surface des cellules.
Ce potentiel doit eˆtre identique dans les deux mode`les des cellules pour que la pression osmotique soit e´galement
similaire dans les deux cellules. La condition d’e´lectro-neutralite´ a` la surface de ces cellules doit eˆtre respecte´e.
FIGURE 1.4: Mode´lisation d’un syste`me bi-disperse avec deux cellules de Wigner-Seitz de rayons Ra et Rb, et
contenant des colloı¨des de rayons respectifs a et b.
La mode´lisation mathe´matique de ce syste`me bi-disperse s’e´crit :
∆∗ψ∗a(r∗) = sinhψ∗a(r∗) (1.65)
∆∗ψ∗b (r∗) = sinhψ∗b (r∗) (1.66)
Les conditions aux frontie`res des cellules de Wigner-Seitz s’e´crivent :
dψ∗a
dr∗
∣∣∣∣
r∗=R∗a
= 0 (1.67)
dψ∗b
dr∗
∣∣∣∣
r∗=R∗
b
= 0 (1.68)
Si la condition a` l’interface solide-liquide est une densite´ de charge de surface impose´e, cela se traduira par les
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e´quations suivantes :
ψ′∗a (r∗ = a∗) = − σ∗a (1.69)
ψ′∗b (r∗ = b∗) = − σ∗b (1.70)
Dans cette e´tude, nous allons faire l’hypothe`se de la densite´ de charge de surface identique pour toutes les parti-
cules, donc σ∗a = σ∗b = σ∗ . Le potentiel e´lectrostatique peut se calculer dans chaque cellule. Pour de´terminer les
rayons des deux cellules e´lectro-neutres, deux conditions sont impose´es :
– La premie`re consiste a` conserver la fraction volumique. Le syste`me e´tant constitue´ de Na cellules a  et
Nb cellules b , cela permet d’e´crire l’e´quation suivante :
V ∗ = V ∗a + V ∗b (1.71)
V ∗ = Na
4
3piR
∗3
a +Nb
4
3piR
∗3
b (1.72)
Soient ρ∗a = NaV ∗ la densite´ en nombre de particules de taille a et ρ∗b =
Nb
V ∗ la densite´ en nombre de parti-
cules de taille b, nous en de´duisons leurs fractions volumiques respectives φa = 43pia∗3ρ∗a et φb =
4
3pib
∗3ρ∗b .
L’expression finale de l’e´quation (1.72) devient alors :
φa
R∗3a
a∗3
+ φb
R∗3b
b∗3
= 1 (1.73)
– La deuxie`me condition concerne la valeur du potentiel aux frontie`res des cellules. D’apre`s les hypothe`ses de
mode´lisation des cellules de Wigner-Seitz, nous supposons que celles-ci sont en contact entre elles. Le potentiel
e´lectrostatique a` leur frontie`re ψ∗0 est identique :
ψ∗b (r∗ = R∗b) = ψ∗a (r∗ = R∗a) = ψ∗0 (1.74)
La pression osmotique est unique et se calcule de la manie`re suivante [30] :
Π = 2n∞kBT (coshψ∗0 − 1) (1.75)
avec 2n∞ la concentration totale en sel dans le re´servoir.
Cette dernie`re condition peut alors se re´sumer a` la seule conservation de la pression osmotique a` la frontie`re de
chaque cellule. L’algorithme nume´rique qui permet de re´soudre ces e´quations en respectant ces deux conditions
sera de´taille´ dans le chapitre (2).
Pour un syste`me poly-disperse, c’est-a`-dire un syste`me compose´ de M > 2 colloı¨des de rayon ri, dans
des cellules de rayons respectifs Ri (i = 1, 2, ...,M), il suffit de re´soudre l’e´quation de Poisson-Boltzmann
dans chaque sous-syste`me et appliquer les conditions aux limites (frontie`re solide-liquide et frontie`re des cel-
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lules e´lectro-neutres). La me´thode comple`te est pre´sente´e dans la re´fe´rence [30]. Si nous souhaitons connaıˆtre les
rayons de ces cellules, la condition sur le volume du syste`me et celle sur le potentiel aux frontie`res des cellules,
devront eˆtre respecte´es. Nous arrivons aux e´quations suivantes :
M∑
i=1
φi
R∗3i
r∗3i
= 1 (1.76)
ψ∗i (R∗i ) = ψ∗1 (R∗1) (1.77)
avec i = 2, ..,M .
4 CONCLUSION
L’objectif de ce chapitre e´tant de proposer une mode´lisation des interactions e´lectrostatiques dans une dis-
persion colloı¨dale, nous avons choisi le mode`le de Poisson-Boltzmann et e´tabli son domaine de validite´ graˆce au
parame`tre de couplage Ξ [21]. Celui-ci devrait eˆtre infe´rieure a` 2 pour que l’e´quation de Poisson-Boltzmann soit
valide.
Un mode`le a` N corps de´terminant l’e´quation d’e´tat avec des grandeurs me´caniques ou thermodynamiques a e´te´
pre´sente´. Sa solution de´pend de celle de la solution de l’e´quation de Poisson-Boltzmann, c’est-a`-dire du potentiel
e´lectrostatique. Diverses expressions de la pression osmotique ont e´te´ e´tablies. L’e´quation d’e´tat peut donc eˆtre
pre´dite a` partir de l’e´nergie libre de Helmholtz, du grand potentiel, du tenseur des contraintes osmotiques d’exce`s
ou du facteur de structure aux grandes longueurs d’onde. D’un point de vue nume´rique, la me´thode la plus simple
d’utilisation est celle celle obtenue a` partir du grand potentiel. La raison de ce choix est qu’il n’y a pas besoin de
calculer le champ e´lectrique avec le grand potentiel. Nous y reviendrons de fac¸on de´taille´e dans le chapitre suivant.
Le mode`le des cellules, mis en e´vidence pour les raisons pre´ce´demment e´voque´es, est pre´sente´ dans deux cas de
figures : le premier, lorsque la dispersion colloı¨dale est mono-disperse et le deuxie`me pour les dispersions poly-
disperses. La pression osmotique dans ces deux mode`les se de´termine plus facilement que dans le mode`le a` N
corps mais son domaine de validite´ doit eˆtre ne´cessairement limite´. C’est pourquoi l’erreur commise par ce mode`le
simplifie´ sera quantifie´e dans le chapitre (3).


2 ME´THODES NUME´RIQUES
Dans le chapitre pre´ce´dent, nous avons de´taille´ trois diffe´rents mode`les de pre´diction de la pression osmotique
de dispersions colloı¨dales. Ce deuxie`me chapitre pre´sente diverses me´thodes nume´riques utilise´es pour re´soudre
le proble`me de de´termination de la pression osmotique.
Dans un premier temps, nous allons de´tailler les e´tapes de re´solution de l’e´quation de Poisson-Boltzmann dans une
cellule de Wigner-Seitz, c’est-a`-dire dans le mode`le des cellules (ou Cell Model), permettant l’obtention du poten-
tiel e´lectrostatique dans l’e´lectrolyte. Une expression de la pression osmotique sera ensuite donne´e conforme´ment
a` la the´orie [6].
Nous montrerons ensuite comment il est possible de calculer la pression osmotique d’une dispersion colloı¨dale
compose´e de particules de deux tailles diffe´rentes en couplant deux mode`les de cellule mono-disperses : il s’agit
du mode`le des cellules bi-disperse.
Dans la troisie`me partie, un code de dynamique brownienne couple´e a` la re´solution de l’e´quation de Poisson-
Boltzmann en ge´ome´trie complexe sera pre´sente´. En particulier, la me´thode nume´rique mise en place donnera la
possibilite´ de faire des simulations de plusieurs particules tout en calculant les forces a` N corps qu’elles subissent.
Cela sera possible graˆce a` la me´thode ”Level Set” explicite´e par la suite. Les diffe´rentes e´tapes de la de´termination
nume´rique de la pression osmotique dans ce contexte seront aussi pre´sente´es.
Nous finirons ce chapitre par la validation du code de dynamique brownienne. Cela passera par une confrontation
des ses re´sultats avec des solutions analytiques de proble`mes simples et avec d’autres re´sultats nume´riques issus
de la litte´rature.
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1 SOLUTION NUME´RIQUE DE L’E´QUATION DE POISSON-BOLTZMANN
DANS LE MODE`LE DES CELLULES
1.1 MODE`LE DES CELLULES MONO-DISPERSE : RE´SOLUTION NUME´RIQUE
Nous avons un mode`le a` N corps, nous le re´duisons a` un proble`me a` un seul corps de fraction volumique
φ =
(
a
R
)3
comme le montre la figure (2.1).
FIGURE 2.1: Cellule de Wigner-Seitz de rayon R contenant une particule charge´e de rayon a et de valence Z.
Une fois le laplacien de l’e´quation de Poisson-Boltzmann exprime´ en coordonne´es sphe´riques, cette dernie`re
devient :
1
r∗2
∂
∂r∗
(
r∗2
∂ψ∗
∂r∗
)
= sinhψ∗ (2.1)
Lorsque l’e´quation est discre´tise´e en utilisant la me´thode des diffe´rences finies avec un sche´ma centre´ du second
ordre, elle s’e´crit comme suit.
1
r∗2i

r∗2i+1/2
dψ∗
dr∗
∣∣∣∣
i+ 12
− r∗2i−1/2 dψ
∗
dr∗
∣∣∣∣
i− 12
δr∗
 = sinhψ∗i (2.2)
avec δr∗ = R∗−a∗Np−1 le pas d’espace, Np le nombre de points de discre´tisation et i = 0, 1, 2, ..., Np − 1, l’indice
d’ite´ration spatiale, dψ
∗
dr∗
∣∣∣
i+1/2
' ψ
∗
i+1−ψ∗i
δr∗ et
dψ∗
dr∗
∣∣∣
i−1/2
' ψ
∗
i−ψ∗i−1
δr∗ . Cela correspond a` e´crire l’e´quation de
Poisson-Boltzmann enNp points compris entre la surface de la particule charge´e et celle de la cellule. Les e´quations
des conditions aux limites (condition de charge impose´e en r∗0 = a∗ et condition d’e´lectro-neutralite´ de la cellule
1 Solution nume´rique de l’e´quation de Poisson-Boltzmann dans le mode`le des cellules
1.1 Mode`le des cellules mono-disperse : Re´solution nume´rique
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en r∗Np−1 = R
∗) ont aussi e´te´ discre´tise´es avec un sche´ma centre´ du second ordre et cela se traduit par les deux
relations suivantes permettant de de´finir des valeurs fantoˆmes a` injecter dans l’e´quation ge´ne´rale (2.2) :
ψ∗−1 = ψ∗1 + 2δr∗σ∗ (2.3)
ψ∗Np = ψ
∗
Np−2 (2.4)
Ensuite pour re´soudre ce syste`me non line´aire, la fonction fsolve de la bibliothe`que SciPy de Python est utilise´e.
Elle est base´e sur MINPACK. Nous pouvons en de´duire la densite´ en ions graˆce a` la distribution de Boltzmann
donne´e par l’e´quation (1.3). La pression osmotique se calcule a` partir de l’e´quation (1.55) une fois la densite´ en
ions a` la frontie`re de la cellule de Wigner-Seitz obtenue. Afin de calculer nume´riquement cette pression osmotique,
il faut donc successivement :
1. De´finir les parame`tres suivants :
Rayon du colloı¨de a, fraction volumique φ, force ionique I et densite´ de charge de surface σ
2. Calculer :
Longueur de Debye k−1 =
√
kBT
2n∞e2 avec n
∞ = I ×Na× 1000
3. Adimensionner les parame`tres suivants :
Rayon du colloı¨de (a∗ = κa), densite´ de charge de surface (σ∗ = σ√2n∞kBT ).
4. Re´soudre nume´riquement l’e´quation de Poisson-Boltzmann sans dimension pour avoir le potentiel
e´lectrostatique ψ∗. Pour cela, on minimise nume´riquement l’expression suivante :
sinhψ∗i −
1
r∗2i
[(
r∗i + 12δr∗
)2 ψ∗i+1−ψ∗i
δr∗ −
(
r∗i − 12δr∗
)2 ψ∗i−ψ∗i−1
δr∗
δr∗
]
(2.5)
pour i = 0, 1, . . . , Np−1 et ou` ψ∗−1 et ψ∗Np sont remplace´es graˆce aux conditions aux limites par ψ∗1+2δr∗σ∗
et ψ∗Np−2, respectivement.
5. Calculer la pression osmotique Π = 2n∞kBTΠ∗ avec :
Π∗ = coshψ∗(R∗)− 1 ≡ coshψ∗Np−1 − 1 (2.6)
L’avantage de ce mode`le est son couˆt peu one´reux en ressources nume´riques. Par exemple, pour re´soudre ce
syste`me et obtenir la pression osmotique d’une dispersion colloı¨dale, avec un ordinateur portable, il faut moins
d’une seconde de calcul. Notons qu’il existe une solution analytique lorsque l’e´quation de Poisson-Boltzmann est
line´arise´e. La me´thode nume´rique de´crite ci-dessus peut donc eˆtre valide´e dans ce re´gime en remplac¸ant sinhψ∗i
par ψ∗i et coshψ∗Np−1 − 1 par ψ∗2Np−1/2 dans l’algorithme donne´ ci-dessus.
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Dans les travaux de Dobnikar et al. [6] et de Denton [5], nous constatons que le mode`le des cellules donne des
re´sultats satisfaisants lorsque la longueur de Debye est importante par rapport a` la taille de la cellule de Wigner-
Seitz. Nos simulations pre´sente´es au chapitre (3) ont confirme´ ces re´sultats. En pre´sence de beaucoup de sel,
les forces dues aux interactions entre colloı¨des deviennent non ne´gligeables alors qu’elles sont absentes dans le
mode`le de cellule. Il est alors ne´cessaire envisager d’autres approches qui permettent de prendre en compte ces
interactions entre colloı¨des ; les me´thodes pre´sente´es par Fushiki [31], Dobnikar et al. [6] ou encore celle de´taille´e
dans la section (2) de ce chapitre en sont des exemples.
1.2 MODE`LE DES CELLULES BI-DISPERSE : RE´SOLUTION NUME´RIQUE
Les syste`mes colloı¨daux sont en ge´ne´ral compose´s de particules de tailles diffe´rentes. L’ide´e principale de´veloppe´e
dans cette section est de pre´senter un mode`le permettant de calculer la pression osmotique d’une dispersion
colloı¨dale compose´e de particules sphe´riques de deux rayons diffe´rents a et b : c’est le mode`le des cellules bi-
disperse. Dans ce dernier, la suspension est divise´e en deux types de cellules. Il y a Na cellules de taille Ra et Nb
cellules de taille Rb. Les fractions volumiques associe´es a` chaque type de cellule sont
φa =
(
a
a+ La
)3
, (2.7)
et
φb =
(
b
b+ Lb
)3
, (2.8)
ou` La = Ra − a et Lb = Rb − b sont les e´paisseurs des couches d’e´lectrolyte dans chaque cellule. Dans la
section (1.1) du chapitre (2), le mode`le des cellules permettant d’estimer la pression osmotique d’une dispersion
colloı¨dale mono-disperse a e´te´ de´veloppe´. Dans le cas bi-disperse, ce mode`le des cellules mono-disperse est re´solu
pour chaque classe de particules. Le couplage entre les diffe´rentes classes cellules se fait graˆce a` deux contraintes
physiques :
– Les pressions calcule´es dans les deux classes de cellules Πa et Πb doivent eˆtre identiques pour respecter
l’e´quilibre global de la suspension : δΠ = Πa −Πb doit eˆtre nul.
– La fraction volumique globale doit eˆtre la fraction volumique souhaite´e φ. La diffe´rence δφ entre la fraction
volumique d’un mode`le de cellule bi-disperse avec des rayons de cellules arbitraires et la fraction volumique
de´sire´e s’e´crit :
δφ = Naa
3 +Nbb3
Na(a+ La)3 +Nb(b+ Lb)3
− φ (2.9)
Les contraintes physiques sont donc respecte´es lorsque La et Lb prennent des valeurs permettant de satisfaire
δΠ = 0 et δφ = 0.
Pour re´soudre ce proble`me nume´riquement, la proce´dure consiste successivement a` :
2 Approche Poisson-Boltzmann a` N corps
2.1 Re´solution de l’e´quation de Poisson-Boltzmann par Level Set (LS)/Ghost Fluid Method (GFM)
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1. De´finir les parame`tres physiques dont la longueur de Debye κ−1 donne´e a` travers la force ionique I , les
rayons a et b des deux classes de particules, le nombre de particules Na de rayon a et Nb de rayon b et enfin
la fraction volumique souhaite´e φ du syste`me bi-disperse.
2. Initialiser des rayons arbitraires Ra et Rb pour les deux classes de cellules, ou de manie`re e´quivalente La et
Lb.
3. Faire e´voluer les valeurs de La et Lb graˆce a` la fonction d’optimisation fsolve de Python afin de minimiser les
deux fonctions δφ2 et δΠ2. L’optimisation consiste a` trouver les valeurs La et Lb qui permettent de ve´rifier
les deux contraintes e´nonce´es plus haut, c’est-a`-dire a` avoir des valeurs de δφ et δΠ tendant vers ze´ro.
4. Une fois ces valeurs connues, la pression est simplement Πa = Πb.
Notons que la me´thode ne converge pas syste´matiquement pour toutes les valeurs initiales de La et Lb. Il est
parfois ne´cessaire de recommencer plusieurs fois la proce´dure avec des valeurs initiales diffe´rentes. C’est l’une
des faiblesses de ce mode`le.
2 APPROCHE POISSON-BOLTZMANN A` N CORPS
Le code de dynamique Brownienne couple´e a` la re´solution de l’e´quation de Poisson-Boltzmann (PoBoS)
de´veloppe´ au Laboratoire de Ge´nie Chimique a pour but de calculer les forces e´lectrostatiques exerce´es sur les
colloı¨des et d’en de´duire la pression osmotique. Il est e´crit en Fortran et en C, et paralle´lise´ avec MPI. L’originalite´
de ce code repose sur deux points importants : le premier est la re´solution de l’e´quation de Poisson-Boltzmann
non-line´aire. Les potentiels de surface des particules charge´es peuvent donc eˆtre e´leve´s ; le deuxie`me est que le
calcul peut eˆtre re´alise´ en ge´ome´trie complexe. Les forces e´lectrostatiques ”exactes” peuvent donc eˆtres calcule´es
sur des objets non sphe´riques, voire de´formables. Il n’est donc pas limite´ a` des formes simples. C’est l’utilisation
d’une me´thode Level Set, de´crite dans la section (2.1), qui rend cela possible.
2.1 RE´SOLUTION DE L’E´QUATION DE POISSON-BOLTZMANN PAR LEVEL SET
(LS)/GHOST FLUID METHOD (GFM)
La me´thode nume´rique utilise´e ici est celle des diffe´rences finies sur un maillage Carte´sien et tridimensionnel. Les
coordonne´es dans le repe`re carte´sien sont x, y et z et les pas d’espaces sont note´s hx, hy et hz , ces derniers e´tant
constants. La position de l’interface entre la partie solide (colloı¨de) et la partie liquide (solvant) ne correspond
donc pas a` une ligne de maillage particulie`re. On parle de maillage non-conforme. Ce proble`me sera re´solu graˆce
a` la me´thode Ghost Fluid [32] : la discre´tisation du laplacien est modifie´e au voisinage de l’interface graˆce a` une
fonction Level Set de manie`re a` y incorporer l’information de la condition a` la limite a` respecter.
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FIGURE 2.2: Illustration de la me´thode Level-Set (auteurs : Kaleem Siddiqi, Ron Kimmel and James Sethian). A
droite, les deux objets de forme conique repre´sentent une fonction distance note´e Ψ dans cette exemple. La courbe
continue rouge/grise´e est une coupe dans le plan (x, y). C’est ce que nous voyons a` gauche ou` les lignes continues
rouges/grise´es correspondent aux lignes de niveau qui de´limitent l’interface solide-liquide Γ.
2.1.1 LA FONCTION LEVEL-SET (LS)
Conc¸ue en 1980 par Stanley Osher et James Sethian, la me´thode Level-Set [33] est utilise´e dans plusieurs dis-
ciplines, en me´canique des fluides pour l’e´tude d’e´coulement diphasiques par exemple. Cette me´thode permet de
suivre le mouvement de l’interface de´limitant la partie solide de la partie liquide comme sur la figure (2.2).
Pour de´tecter l’interface solide-liquide dans un domaine de calcul, une fonction distance signe´e Φ est de´finie : elle
est nulle a` l’interface, ne´gative dans le colloı¨de (domaine de´note´ Ω−) et positive dans le solvant (domaine Ω+).
De plus, en tout point de l’espace, sa valeur absolue est la distance a` l’interface la plus proche. Loin de l’interface,
lorsque la discre´tisation du Laplacien ne fait intervenir que des points de grille dans une meˆme phase, l’e´quation
de Laplace (1.11) est utilise´e dans le domaine solide Ω− tandis que l’e´quation de Poisson-Boltzmann (1.10) est
e´crite dans le domaine fluide Ω+. Au voisinage de l’interface, la me´thode Ghost Fluid est utilise´e pour modifier la
discre´tisation de l’ope´rateur laplacien de manie`re a` y inte´grer la condition limite a` respecter sur la surface (potentiel
ou densite´ de charge impose´e).
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2.1.2 EXEMPLE 1D
Le laplacien est discre´tise´ avec un sche´ma centre´ du second ordre. Sa forme discre´tise´e sur une dimension x
s’e´crit :
∆∗ψ∗i =
1
h∗x
(
Fi+ 12 − Fi− 12
)
(2.10)
avec Fi+ 12 =
(ψ∗i+1−ψ∗i )
h∗x
et Fi− 12 =
(ψ∗i−ψ∗i−1)
h∗x
.
Les noeuds i − 1, i ou i + 1 ne sont pas toujours place´s au niveau de l’interface solide-liquide. Comme les pas
d’espace sont constants, cela engendre des proble`mes pour la discre´tisation spatiale a` l’interface ou` une condition
a` la limite doit eˆtre applique´e. Lorsque le potentiel est impose´ a` la surface, nous avons une condition de type
Dirichlet. Lorsque la charge est impose´e, c’est une condition de saut. C’est a` ce moment qu’intervient la GFM qui
a pour but de modifier cette discre´tisation spatiale.
En imposant un potentiel de surfaceψ∗s sur l’interface solide-liquide, le maillage peut eˆtre irre´gulier. Nous utilisons
alors la me´thode de Gibou [32]. L’ide´e ge´ne´rale de cette me´thode est d’utiliser les informations contenues dans
la condition limite applique´e a` l’interface pour construire un point fictif appele´ point ghost qui se trouverait
dans la partie solide, c’est-a`-dire dans le domaine Ω− (voir figure (2.3)). Nous remplac¸ons la valeur du potentiel
e´lectrostatique au nœud i+ 1 dans l’e´quation (2.10) par une autre valeur fictive note´e ψ∗Gi+1. Ce point s’obtient en
faisant une extrapolation line´aire entre ψ∗i et ψ
∗
s comme de´taille´e dans [32]. Cette extrapolation est possible car
Φ est une fonction distance et que Φi est la distance qui se´pare i de l’interface Γ . Notons e´galement que lorsque
nous travaillons avec ce type de condition limite (type Dirichlet), la pre´cision de la me´thode est du second ordre .
Lorsque nous imposons une charge a` la surface du colloı¨de, la condition a` la limite discre´tise´e se traduit de la
manie`re suivante : [p

∇∗ψ∗|Ω− −∇∗ψ∗|Ω+
]
n ' −
[
p

ψ∗i+1 − ψ∗Γ
|Φi+1| −
ψ∗Γ − ψ∗i
|Φi|
]
= −σ∗s (2.11)
avec ψ∗Γ, valeur locale du potentiel a` l’interface associe´ a` la charge de surface impose´e.
Cette nouvelle configuration, comme l’illustre la figure (2.4), modifie la discre´tisation de l’ope´rateur laplacien
au voisinage de Γ, par l’interme´diaire de la me´thode de´taille´e par Liu et al. [34]. Celle-ci consiste a` exprimer la
valeur du potentiel a` l’interface ψ∗Γ qui ve´rifie la condition de charge impose´e (2.11) en re´solvant cette dernie`re
relation. Ceci permet une ”re´solution de sous-maille” : par exemple au noeud i, le terme Fi+ 12 =
ψ∗i+1−ψ∗i
h∗x
de
l’e´quation (2.10) est remplace´ par ψ
∗
Γ−ψ∗i
|Φi| avec ψ
∗
Γ issu de la relation (2.11). Au noeud i + 1, le terme de gauche
F(i+1)− 12 =
ψ∗(i+1)−ψ∗(i+1)−1
h∗x
est remplace´ par
ψ∗(i+1)−ψ∗Γ
|Φ(i+1)| . L’ope´rateur Laplacien qui re´sulte de cette proce´dure
n’est autre que l’ope´rateur standard, et seul le second membre de l’e´quation diffe´rentielle discre`te est modifie´. La
me´thode GFM permet donc de conserver des syste`mes d’e´quations syme´triques et de´finis positifs, et d’utiliser les
me´thodes de re´solution rapides tels que le Gradient Conjugue´.
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FIGURE 2.3: Construction d’un point fictif permettant d’imposer la condition limite de type Dirichlet (potentiel
impose´) a` l’interface solide-liquide.
FIGURE 2.4: Construction d’un point fictif ψΓ permettant d’imposer une charge a` l’interface solide-liquide.
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Le terme p n’e´tant pas uniforme dans tout le domaine de calcul, il est ne´cessaire de discre´tiser les e´quations de
Laplace et de Poisson-Boltzmann en e´crivant :
∇ · (∇ψ) ' 1
hx
(
i+ 12Fi+
1
2
− i− 12Fi− 12
)
(2.12)
ou` la valeur i+ 12 appartient au noeud i+
1
2 et i− 12 au noeud i−
1
2 . Les de´finitions exactes de ces grandeurs sont
donne´es dans la re´fe´rence [34].
La discre´tisation des diffe´rentes e´quations termine´e, nous avons un syste`me d’e´quations a` re´soudre. Lorsque le
syste`me est line´aire, il est re´solu avec la me´thode du gradient conjugue´ avec un pre´conditionnement de Jacobi.
Dans le cas des syste`mes non-line´aires, la me´thode de Newton-Raphson est utilise´e.
2.1.3 CALCUL DES FORCES E´LECTROSTATIQUES
Le calcul nume´rique des forces e´lectrostatiques se fait en plusieurs e´tapes. La re´solution des e´quations de Poisson-
Boltzmann (1.10) et de Laplace (1.11) donne acce`s au potentiel e´lectrostatique dans tout l’espace. Le champ
e´lectrique peut donc eˆtre calcule´ en utilisant l’e´quation E∗ = −∇∗ψ∗. Il est de´fini sur un maillage de´cale´, comme
le montre la figure (2.5). L’ope´rateur gradient est discre´tise´ graˆce a` la me´thode des diffe´rences finies. Par exemple,
la composante du champ e´lectrique suivant l’axe x calcule´e au point i, j, est e´gale a` :
E∗x,ij = −
ψ∗i − ψ∗i−1
h∗x
+O(h∗2x ) (2.13)
Le sche´ma est du second ordre lorsque ce champ e´lectrique est calcule´ sur une maille de´cale´e. Cependant, si
le champ e´lectrique e´tait calcule´ au meˆme point que le potentiel, certes l’erreur serait du second ordre, mais la
discre´tisation se ferait sur deux mailles au lieu de deux demi-mailles. Logiquement, l’erreur sera plus faible sur le
maillage de´cale´.
Le tenseur des contraintes τ ∗ est ensuite calcule´ graˆce a` l’e´quation (1.28) afin d’acce´der a` la force e´lectrostatique.
Il faut pre´ciser que le calcul pre´cis du champ e´lectrique au voisinage de l’interface Γ peut eˆtre de´licat a` cause
de la condition de densite´ de charge impose´e qui cre´e´ un saut de composante normale de E∗. La divergence du
tenseur des contraintes τ ∗ e´tant nulle dans le solvant, nous pouvons utiliser n’importe quelle surface d’inte´gration
pour calculer les forces. Ceci est possible a` condition qu’aucune autre interface physique ne soit dans le domaine
de´limite´ par la nouvelle surface d’inte´gration. Conside´rons la nouvelle surface Γ′. Elle est de´finie par une fonction
distance Φ′. Si l’interface Γ est de´finie par la fonction distance Φ, comme l’illustre la figure (2.6), la nouvelle
fonction distance peut eˆtre de´finie simplement par :
Φ′ = Φ− d∗ (2.14)
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FIGURE 2.5: Maillage de´cale´ permettant le calcul du champ e´lectrique connaissant le potentiel e´lectrostatique a`
chaque nœud de maille
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FIGURE 2.6: Me´thode nume´rique de calcul de la force e´lectrostatique
avec d∗ la distance qui se´pare la nouvelle interface de la surface du solide initial. Cette distance est choisie de sorte
qu’elle reste plus grande que la largeur du stencil requis pour calculer le champ e´lectrique. Ici, nous travaillons
avec une distance de :
d∗ = 2.5 max
(
h∗x, h
∗
y, h
∗
z
)
(2.15)
Notons aussi qu’avec les ge´ome´tries complexes, la surface d’inte´gration de la force sera similaire a` celle du solide
(colloı¨de) initial. Cela est possible graˆce a` la fonction Level Set de´finissant la surface des objets.
2.2 CALCUL DE LA PRESSION OSMOTIQUE
2.2.1 CALCUL DE LA PRESSION OSMOTIQUE A` PARTIR DES CONTRAINTES EXERCE´ES SUR LA PAROI
D’UNE CELLULE CUBIQUE
Conside´rons le calcul de la pression osmotique dans une cellule cubique contenant un colloı¨de. Il est possible de
calculer cette pression a` partir de la force e´lectrostatique normale exerce´e sur la paroi de la cellule. La pression
osmotique exerce´e sur l’une de ses faces d’aire Γ est de´taille´e dans la section (2.3) du chapitre (1). Son expression
est donne´e par l’e´quation :
Π∗ = 1Γ∗
(∫
Γ∗
τ∗ijnjdS
∗
)
ni, (2.16)
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ou` le terme entre parenthe`ses est la force exerce´e sur la surface, qui est ensuite projete´e sur le vecteur normal a` la
surface n. Le tenseur des contraintes osmotiques d’exce`s intervenant dans cette expression est :
τ∗ij = − (coshψ∗ − 1) δij +
(
E∗i E
∗
j −
1
2E
∗
kE
∗
kδij
)
(2.17)
Dans une cellule cubique, la pression ainsi calcule´e est la meˆme sur les six faces de la cellule par syme´trie.
2.2.2 CALCUL DE LA PRESSION OSMOTIQUE A` PARTIR DE L’E´NERGIE LIBRE DE HELMHOLTZ
L’e´nergie libre de Helmholtz peut s’e´crire comme suit :
A∗ = 12
∫
S∗
σ∗fixeψ∗dS∗ −
∫
V ∗e
[
(coshψ∗ − 1)− 12ψ
∗ sinhψ∗
]
dV∗e (2.18)
Connaissant le potentiel e´lectrostatique dans tout l’espace apre`s la re´solution couple´e des e´quations de Laplace et
de Poisson-Boltzmann, son calcul nume´rique est possible. Les inte´grales de l’e´quation (2.18) sont re´alise´es sur la
surface S de la particule et sur le volume total Ve de l’e´lectrolyte. Nous pouvons de´sormais de´terminer la pression
osmotique de la dispersion par l’e´quation ci-dessous :
Π = −∂A
∂V
∣∣∣∣
T,Nc
, (2.19)
ou` V est la volume total de la dispersion. Dans le cas d’une dispersion colloı¨dale de fraction volumique φ et de
volume total des colloı¨des Vs suppose´ constant, le volume total ve´rifie l’expression suivante :
V = Vs
φ
(2.20)
La pression osmotique peut donc eˆtre calcule´e graˆce a` la relation
Π = −φ
2
Vs
dA
dφ (2.21)
Les e´tapes du calcul nume´rique de Π (φ) sont les suivantes :
– Pour une dispersion colloı¨dale de fraction volumique φ donne´e, son e´nergie libre de Helmholtz A est calcule´e
nume´riquement par l’interme´diaire de l’e´quation (2.18).
– Nous trac¸ons ensuite la courbe donnant l’e´nergie libre de Helmholtz A en fonction de la fraction volumique
φ graˆce aux diffe´rents points de simulations trouve´s par l’approche a` N corps. En  fittant  les points de
simulation, il est possible d’en de´duire un polynoˆme qui de´pendra de la fraction volumique comme l’indique le
figure (2.7).
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FIGURE 2.7: E´nergie libre de Helmholtz A(J) en fonction de la fraction volumique φ d’une dispersion colloı¨dale
de 65 particules mono-disperses de rayon 7.5nm. Les points bleus repre´sentent l’e´nergie trouve´e avec le code de
calcul PB-BD en utilisant l’e´quation (2.18) et la courbe en rouge est le polynoˆme du second ordre qui permet de
fitter ses points.
Il peut s’e´crire de manie`re suivante :
p (φ) =
∑
αiφ
i (2.22)
Le degre´ du polynoˆme sera au moins 2 mais pas trop e´leve´ pour e´viter un comportement non physique.
– Connaissant la fonction polynomiale, nous de´riverons analytiquement puis la multiplions par φ
2
Vs
pour obtenir
l’e´quation d’e´tat Π (φ) suivante :
Π = −φ
2
Vs
∑
iαiφ
i−1 (2.23)
2.2.3 CALCUL A` PARTIR DU FACTEUR DE STRUCTURE AUX GRANDES LONGUEURS D’ONDE
Expe´rimentalement, il est possible d’estimer le facteur de structure aux grandes longueurs d’onde S(0) par ex-
trapolation graˆce a` diffe´rentes me´thodes expe´rimentales comme les me´thodes SAXS et SANS. En simulation
nume´rique, le calcul de S(0) peut tre`s vite devenir proble´matique. En effet, une bonne estimation de S(0) requiert
des tailles de domaines de calcul tre`s importantes et cela est tre`s couˆteux en ressources nume´riques pour des dis-
persions concentre´es. Les me´thodes nume´riques les plus utilise´es sont base´es sur un calcul approche´ du facteur de
structure S(q) aux grandes longueurs d’onde. Cependant la taille des boıˆtes de simulation reste finie et limite´e.
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S(0) peut se calculer a` partir de la fonction de distribution radiale g(r) comme suit :
S(q = 0) = 1 + ρ
∫
(g(r)− 1) dr (2.24)
On peut aussi calculer nume´riquement S(q) a` partir de la position ri de chaque particule i [6] de la manie`re
suivante :
S(q) = 1
Nc
〈(∑
i
cos (q.ri)
)2
+
(∑
i
sin (q.ri)
)2〉
(2.25)
La valeur de S(0) est approche´e par S(qmin) avec qmin = 2piL , la valeur minimale de q, L e´tant la dimension de
la boite de simulation. Ces deux me´thodes ont e´te´ teste´es et compare´es [6]. La valeur de S(qmin) calcule´e a` partir
de l’e´quation (2.24) et celle calcule´e a` partir de (2.25) sont similaires.
Connaissant le facteur de structure aux grandes longueurs d’onde S(0) d’une dispersion colloı¨dale, sa pression
osmotique peut se calculer graˆce a` l’e´quation de Kirkwood-Buff
kBT
(
∂ρ
∂Π
)
T
= χT = S(q = 0, ρ) (2.26)
Elle s’e´crit donc en fonction de ρ comme suit :
Π (ρ) =
∫ ρ
0
kBT
S(q = 0, ρ′)dρ
′
(2.27)
Pour des colloı¨des de rayon a, cette dernie`re relation peut eˆtre re´e´crite en fonction de la fraction volumique φ =
ρ 4pia
3
3 est :
Π (φ) = 3kBT4pia3
∫ φ
0
1
S(q = 0, φ′)dφ
′
(2.28)
Les valeurs initiales de la pression et de la fraction volumique sont prises lorsque le syste`me est tre`s dilue´. Ce
choix se justifie par le fait que cette e´quation d’e´tat obe´it a` celle des gaz parfaits dans ces conditions. Le calcul
nume´rique de la pression osmotique peut se faire avec le sche´ma du premier ordre suivant :
Πi = Πi−1 + (ρi − ρi−1) kBT
S(q = 0)i−1
(2.29)
L’avantage de cette me´thode est qu’elle peut eˆtre applique´e a` n’importe quel syste`me colloı¨dal de`s lors que les
positions des colloı¨des sont connues. Elle est donc inte´ressante pour des syste`mes poly-disperses mais aussi pour
des syste`mes anisotropes. L’inconve´nient majeur est la ne´cessite´ d’avoir des domaines de simulation suffisamment
grands pour obtenir un facteur de structure aux grandes longueurs d’onde correct, ce qui peut demander un nombre
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de colloı¨des important pour des suspensions assez concentre´es. Cette me´thode de calcul de la pression s’est ave´re´e
plus couˆteuse et plus difficile a` faire converger que la me´thode reposant sur l’e´nergie libre dans notre contexte ou`
le potentiel e´lectrostatique est, de toute manie`re, connu dans tout l’espace pour le calcul des forces.
2.3 DYNAMIQUE BROWNIENNE
Le mouvement des particules qui composent notre syste`me est simule´ graˆce a` l’algorithme de Ermak et
McCammon[35]. En dehors de l’agitation thermique, les colloı¨des se de´placent sous l’effet des forces d’interac-
tions Fi (ici e´lectrostatiques) et visqueuses. Le de´placement d’une particule i est donne´ par l’e´quation stochastique
suivante supposant que les termes d’acce´le´ration sont ne´gligeables :
ri (t+ ∆t) = ri (t) + ζi (t) +
∆tFi (t)
γ
(2.30)
ou encore
ri (t+ ∆t) = ri (t) + ζi (t) + β∆tDFi (t) (2.31)
avec ζi, le de´placement ale´atoire choisi a` partir d’une distribution gaussienne de moyenne 〈ζi〉 = 0 et d’une
variance 〈ζiζi〉 = 2D∆t, et D = kBTγ , le coefficient de diffusion des particules. A dilution infinie, ce coefficient
est donne´ par la relation d’Einstein. Cette approche est valide pour des fractions volumiques de moins de 10−20%.
Au dela`, il est ne´cessaire de prendre en compte plus finement les interactions hydrodynamiques.
Pour des syste`mes assez concentre´s ou lorsque ∆t est important, il est possible que les particules se recouvrent a`
la fin d’un pas de temps. Ces e´ve´nements sont ge´re´s par la me´thode propose´e par Foss et Brady pour des sphe`res
[36, 37]. Cette me´thode consiste a` de´placer les colloı¨des le long de la ligne reliant leurs centres jusqu’a` ce que
le recouvrement soit supprime´. Bien qu’assez sommaire, cette approche permet de retrouver l’e´quation d’e´tat de
Carnahan-Starling pour des sphe`res dures avec une pre´cision de quelques pourcents pourvu que le pas de temps
ne soit pas trop grand.
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3 VALIDATION DU CODE DE CALCUL REPOSANT SUR L’APPROCHE
”POISSON-BOLTZMANN BROWNIAN DYNAMICS” (PB-BD)
Dans cette partie, nous pre´sentons des tests de validation de la re´solution de l’e´quation de Poisson-Boltzmann,
l’e´tape essentielle du calcul des forces e´lectrostatiques. L’algorithme de dynamique brownienne en lui-meˆme a
e´te´ valide´ graˆce a` un test avec des sphe`res dures. L’e´quation d’e´tat de Carnahan-Starling a pu eˆtre retrouve´e avec
une incertitude de quelques pourcents pour des fractions volumiques infe´rieures a` 30%. Concernant la solution
nume´rique de l’e´quation de Poisson-Boltzmann line´arise´e, les re´sultats obtenus seront compare´s aux re´sultats
analytiques de´ja` connus pour les plaques planes et les particules sphe´riques. Le calcul de la force e´lectrostatique
a` partir du tenseur des contraintes sera compare´ aux re´sultats de la litte´rature [3]. La validation des syste`mes non-
line´aires se fera en comparant les re´sultats de PB-BD a` ceux de mode`les line´aires classiques. Dans ces tests, il
n’y a pas de particules mobiles. C’est la pre´cision du solveur Poisson-Boltzmann qui est teste´e. Nous validerons
e´galement le calcul de la pression osmotique d’une suspension a` partir de l’e´nergie libre de Helmholtz. Un dernier
exemple montrera l’originalite´ de l’approche nume´rique a` travers la simulation d’une configuration ge´ome´trique
plus complexe.
3.1 POTENTIEL E´LECTROSTATIQUE ENTRE DEUX SURFACES CHARGE´ES PLANES
Soient deux plaques planes charge´es et se´pare´es par une distance h. La forme de la ge´ome´trie permet de
re´soudre analytiquement l’e´quation de Poisson-Boltzmann line´aire. Nous allons comparer ses solutions analytiques
a` celles donne´es par le code de calcul PB-BD. Nous imposerons d’abord un potentiel de surface constant puis une
densite´ de charge de surface constante.
3.1.1 POTENTIEL DE SURFACE IMPOSE´
Lorsque le potentiel de surface est impose´ et vaut ψ∗−s pour l’une des plaques et ψ
∗+
s pour l’autre, la solution
the´orique de l’e´quation de Poisson-Boltzmann est :
ψ∗ = A cosh x∗ +B sinh x∗, (2.32)
avec A = 12
ψ∗+s +ψ
∗−
s
cosh(h∗/2) et B =
1
2
ψ∗+s −ψ∗−s
sinh(h∗/2) .
Sur les figures (2.8)(A), (B) et (C), le potentiel e´lectrostatique est obtenu en imposant aux surfaces des plaques
planes des potentiels sans dimension ψ∗−s = 2 et ψ∗+s = 1.9. Ces plaques sont distantes de h∗ = 1. Les trois figures
correspondent a` une orientation des plans suivant chaque direction propre du maillage Carte´sien. La me´thode Level
Set n’est pas active : les conditions aux limites sont impose´es de manie`re classique a` la frontie`re du domaine de
calcul qui compte 32× 32× 32 mailles. Les re´sultats the´oriques correspondent aux lignes continues et les valeurs
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nume´riques sont repre´sente´s par les points. Dans les trois cas, les re´sultats the´oriques et nume´riques sont en parfaite
ade´quation.
Sur la figure (2.8)(D) le potentiel de surface est identique sur les deux plaques planes. Celui-ci vaut ψ∗−s =
ψ∗+s = 1. Les plans sont se´pare´es d’une distance h∗ = 0.27 et ont un vecteur normal suivant la direction (1, 1, 1).
Le maillage n’est donc pas aligne´ avec la ge´ome´trie et la me´thode Level Set est employe´e. Dans le solvant, la
solution the´orique (en trait plein) est en excellent accord avec la solution nume´rique (symboles). Les points qui
ne sont pas sur la courbe en trait plein correspondent au domaine solide dans lequel l’e´quation de Laplace est
re´solue. Ce dernier exemple permet de valider la me´thode Level-set/Ghost Fluid pour la re´solution de l’e´quation
de Poisson-Boltzmann line´arise´e couple´e a` des conditions de potentiel de surface impose´.
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(B) Vecteur normal suivant y
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FIGURE 2.8: E´volution du potentiel e´lectrostatique ψ∗ entre deux plaques en fonction de la position x. La solution
the´orique dans le solvant est repre´sente´e par la ligne continue et les points correspondent a` la solution nume´rique.
3.1.2 DENSITE´ DE CHARGE DE SURFACE IMPOSE´E
Si la densite´ de charge de surface est impose´e a` la surface des deux plaques (σ∗+ a` droite et σ∗− a` gauche), la
solution analytique de l’e´quation de Poisson-Boltzmann line´arise´e est :
ψ∗ = A cosh x∗ +B sinh x∗, (2.33)
avec A = 12
σ∗++σ∗−
cosh(h∗/2) et B =
1
2
σ∗+−σ∗−
sinh(h∗/2) .
Sur les figures (2.9)(A), (B) et (C) sont repre´sente´s les diffe´rentes solutions de l’e´quation de Poisson-Boltzmann
entre deux plaques se´pare´es par une distance h∗ = 1. En (A), la densite´ de charge de surface sans dimension est
e´gale a` 2 sur la surface situe´e a` gauche et a` 1 sur celle de droite. En (B), cette densite´ de charge de surface est e´gale
a` 1 sur la plaque situe´e a` gauche et vaut 2 sur celle de droite. En (C), la densite´ de charge de surface est de 3 a`
gauche et 2 a` droite. Le maillage compte une fois encore 32× 32× 32 mailles et les plans charge´s correspondent
aux frontie`res du domaine de calcul. La me´thode Level Set n’est donc pas employe´e. Nous observons que les
re´sultats nume´riques et analytiques sont virtuellement identiques.
Sur la figure (2.9)(D), la densite´ de charge de surface est la meˆme sur les deux surfaces. Nous avons σ∗− = σ∗+ =
1. Ces surfaces sont se´pare´es par une distance h∗ = 0.4. Les plans sont aligne´s sur une direction du maillage mais
leur position ne correspond pas a` des noeuds du maillage donc la me´thode Level Set est mise en oeuvre. Le maillage
compte 64× 64× 64 noeuds. La comparaison de la solution nume´rique avec la solution analytique dans le solvant
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(trait continu) montre un excellent accord. Dans la partie solide la re´solution de l’e´quation de Laplace conduit a`
une solution constante comme attendu. Ce test de´montre la validite´ de la me´thode Levet-Set pour la re´solution de
l’e´quation de Poisson-Boltzmann line´arise´e couple´e a` une condition de charge impose´e.
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FIGURE 2.9: E´volution du potentiel e´lectrostatique ψ∗ entre deux plaques en fonction de la position x∗. La solution
the´orique dans le solvant est repre´sente´e en ligne continue et les points sont les re´sultats nume´riques.
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FIGURE 2.10: E´volution du potentiel e´lectrostatique ψ∗ autour deux particules sphe´riques pour deux types de
conditions limites : (A) Potentiel de surface impose´ et (B) densite´ de charge de surface impose´e. Les lignes conti-
nues correspondent aux re´sultats de la solution the´orique et les points repre´sentent la solution nume´rique.
3.2 POTENTIEL E´LECTROSTATIQUE ENTRE DEUX SPHE`RES CHARGE´ES
Nous re´solvons nume´riquement l’e´quation de Poisson-Boltzmann line´arise´e autour de particules charge´es de
forme sphe´rique. La validation des re´sultats nume´riques est possible en les comparant a` la solution analytique
obtenue par Carnie & Chan sous la forme d’un de´veloppement en harmoniques sphe´riques [3].
Sur la figure (2.10)(A), la condition limite a` la surface des particules est de type Dirichlet. La valeur du potentiel
e´lectrostatique a` leur surface est 1. Sur la figure (2.10)(B), la condition limite a` la surface des particules est de type
charge impose´e. La valeur de la densite´ de charge de surface est 1. Nous remarquons que les re´sultats analytiques
(lignes continues) calcule´s avec les expressions de Carnie et Chan [3] et trace´s entre les particules sont identiques
aux re´sultats nume´riques (points). Dans cette configuration, le code de calcul de´termine l’e´volution du potentiel
e´lectrostatique tout autour des deux particules charge´es mais aussi dans la partie solide.
3 Validation du code de calcul reposant sur l’approche ”Poisson-Boltzmann Brownian dy-
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3.3 FORCE D’INTERACTION ENTRE DEUX SPHE`RES DANS UN MILIEU INFINI
La pre´cision du calcul nume´rique de la force e´lectrostatique est teste´e en la comparant avec les re´sultats de Carnie
& Chan [3]. La force est calcule´e pour deux particules sphe´riques se´pare´es par une distante sans dimension κh.
Sur la figure (2.11)(A), les re´sultats sont obtenus en imposant un potentiel e´lectrostatique a` la surface de deux
sphe`res de rayon sans dimension κa. Sur la figure (2.11)(B), nous avons la densite´ de charge de surface qui est
impose´e a` la surface des deux particules. FD repre´sente la force e´lectrostatique calcule´e a` partir de l’approximation
de Derjaguin line´arise´e (Hogg-Healy-Fuerstenau) et F est celle calcule´e a` partir de la re´solution de l’e´quation de
Poisson-Boltzmann line´arise´e, avec la me´thode Level Set. Nous observons que ces diffe´rents re´sultats sont en
excellent accord avec ceux de Carnie & Chan pour les diffe´rentes valeurs du rayon des particules sans dimensions
teste´es (κa = 0.5, 1, 2, 5).
FIGURE 2.11: Rapport de la force calcule´e avec l’approximation de Hogg-Healy-Fuerstenau (FD) sur celle cal-
cule´e a` partir de la solution nume´rique de l’e´quation de Poisson-Boltzmann line´arise´e (F ), en fonction de la
distance de se´paration κh pour deux types de condition limite : (A) Potentiel de surface impose´ et (B) Densite´ de
charge de surface impose´e. Les re´sultats nume´riques obtenus avec la me´thode Level Set sont repre´sente´s par les
symboles carre´s. Les cercles correspondent aux valeurs obtenues a` partir de notre imple´mentation de la solution de
Carnie & Chan [3]. Les lignes continues sont scanne´es a` partir de l’article de Carnie & Chan.
Sur la figure (2.12), l’erreur relative entre la force issue de la re´solution nume´rique de l’e´quation de Poisson-
Boltzmann non-line´aire avec la me´thode Level Set et le mode`le de Hogg-Healy-Fuerstenau est reporte´e. La meˆme
comparaison a e´te´ effectue´e par Carnie et al. [4] avec une me´thode nume´rique base´e sur un un maillage conforme
et syste`me de coordonne´es curvilignes. La rayon des particules est fixe´ a` κa = 5. Le potentiel de surface ψ∗s est
impose´ a` trois diffe´rentes valeurs. La comparaison de ces re´sultats permet de constater l’excellent accord entre les
forces calcule´es par Level Set et celles calcule´es de manie`re plus classique par Carnie et al., et ceci dans le cadre
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d’une re´solution de l’e´quation de Poisson-Boltzmann non-line´aire.
FIGURE 2.12: Erreur relative entre la force issue de la re´solution nume´rique de l’e´quation de Poisson-Boltzmann
et le mode`le de Hogg-Healy-Fuerstenau. +,× et ? : re´sultats nume´riques de Carnie et al. [4] pour ψ∗s = 1, 1.5 et 2
respectivement. ◦,  et  : re´sultats nume´riques de ce travail pour ψ∗s = 1, 1.5 et 2 respectivement.
3.4 FORCE EXERCE´E PAR UN PORE CHARGE´ SUR UNE SPHE`RE CHARGE´E
Cet exemple illustre la capacite´ du code de calcul Level Set a` estimer nume´riquement la force e´lectrostatique
sur des syste`mes de ge´ome´trie plus complexe. Ici, nous simulons un colloı¨de sphe´rique s’approchant d’un pore
cylindrique. Les re´sultats de la figure (2.13) sont obtenus pour une particule de rayon κa e´gal a` 1, le rapport entre
a et la taille du pore est de 0.8. L repre´sente la distance minimale entre la surface de la sphe`re et la surface du
pore. Sur cette figure est repre´sente´e l’e´volution de la force e´lectrostatique exerce´e sur la particule en fonction de
L. Les courbes supe´rieures correspondent au cas ou` ψ∗s = 4, les courbes infe´rieures au cas ou` ψ∗s = 1 et celles
interme´diaires au cas ou` ψ∗s = 2. Les points noirs sont les re´sultats de Bowen et Sharif [38] obtenus graˆce a`
une me´thode des e´le´ments finis. Les e´toiles correspondent aux re´sultats obtenus avec la me´thode Level Set pour
un domaine de calcul comptant 2523 mailles et les cercles ouverts sont obtenus pour un domaine comptant 5043
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mailles. Nos re´sultats et ceux tire´s de la litte´rature sont en bon accord pour toutes les valeurs du potentiel de surface
teste´es.
 3  2  1 0 1 2
L
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
F
(A) (B)
FIGURE 2.13: (A) Force exerce´e sur une sphe`re s’approchant d’un pore cylindrique. (B) Illustration d’une particule
sphe´rique charge´e s’approchant d’un pore cylindrique. Le champ de couleurs montre qualitativement les variations
du potentiel e´lectrostatique au voisinage de la sphe`re et du pore.
4 CONCLUSION
Ce chapitre est une pre´sentation des diffe´rentes me´thodes nume´riques que nous utiliserons pour estimer l’e´quation
d’e´tat de dispersions colloı¨dales dans la suite de ce travail.
Dans le cas du mode`le des cellules, les sche´mas de discre´tisation de l’e´quation de Poisson-Boltzmann en coor-
donne´es sphe´riques ont e´te´ de´taille´s. Dans ce mode`le simplifie´, la pression osmotique est estime´e de fac¸on tre`s
simple puisqu’elle est donne´e par la quantite´ d’ions a` la frontie`re de la cellule de Wigner-Seitz. Il suffit donc de
connaıˆtre le potentiel e´lectrostatique a` cet endroit.
Le mode`le des cellules a e´galement e´te´ adapte´ pour des syste`mes poly-disperses mais est plus one´reux dans cette
configuration. Par exemple dans le cas d’un mode`le bi-disperse, cela correspond au couplage de deux mode`les de
cellule mono-disperses. Il faut ajouter aussi le fait que la convergence de la me´thode nume´rique peut eˆtre difficile.
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La me´thode de re´solution de l’e´quation de Poisson-Boltzmann non-line´aire dans une approche a` N corps peut
pre´dire la pression osmotique d’une dispersion colloı¨dale de particules non-sphe´riques. La comparaison des
re´sultats obtenus graˆce a` la me´thode Level Set avec ceux trouve´s a` partir de la the´orie pour des ge´ome´tries simples
(plans, sphe`res) a toujours re´ve´le´ un bon accord. Lorsque les syste`mes sont de plus en plus complexes (sphe`re et
pore par exemple), les re´sultats obtenus graˆce a` cette approche restent aussi pre´cis. Graˆce a` la me´thode Level-Set,
il est donc possible de de´terminer l’e´quation d’e´tat d’une dispersion colloı¨dale sans que la forme ge´ome´trique
des objets charge´s soit proble´matique. D’autre part, rappelons que des potentiels de surface e´leve´s peuvent eˆtre
utilise´s puisque le potentiel e´lectrostatique peut eˆtre obtenu comme solution de l’e´quation de Poisson-Boltzmann
non-line´aire.

3
CHOIX D’UN MODE`LE DE CALCUL DE LA
PRESSION OSMOTIQUE D’UNE DISPERSION
COLLOI¨DALE
Dans le contexte de recherche en inge´nierie qui nous concerne, particulie`rement dans le proce´de´ de se´chage
de films colloı¨daux ou encore de filtration membranaire, nous avons besoin d’estimer l’e´quation d’e´tat reliant la
pression osmotique a` la fraction volumique. Dans la litte´rature, il existe plusieurs approches avec diffe´rents degre´s
de difficulte´ permettant d’estimer la pression osmotique. Selon les hypothe`ses qui sont faites sur la physique du
proble`me e´tudie´, il est possible d’obtenir cette quantite´ en quelques secondes ou apre`s plusieurs milliers d’heures
de calcul nume´rique. Comme toujours, les mode`les les plus rapides sont construits avec des hypothe`ses sur la
physique, contrairement aux me´thodes pre´cises qui demandent plus de ressources nume´riques. Cependant, pour
une utilisation routinie`re, la pre´diction d’une e´quation d’e´tat doit se faire avec peu de ressources nume´riques et une
bonne pre´cision. Une premie`re approche consiste a` repre´senter les espe`ces ioniques et les colloı¨des. Le solvant y
est conside´re´ comme un milieu continu avec des proprie´te´s die´lectriques uniformes. C’est le mode`le primitif [13],
[39], [16]. Une autre approche existe et dans cette dernie`re, le solvant est toujours conside´re´ comme un milieu
continu, mais les ions sont suppose´s ponctuels, n’interagissent pas entre eux et sont repre´sente´s par leur densite´
[6]. C’est la the´orie de Poisson-Boltzmann de´taille´e dans le chapitre (1). Pour respecter la validite´ de l’e´quation de
Poisson-Boltzmann, le parame`tre de couplage Ξ doit eˆtre infe´rieur a` 1 [13], ce qui est ge´ne´ralement le cas pour
des espe`ces ioniques monovalentes.
Dans les simulations que nous allons re´aliser, cette dernie`re approche est celle que nous avons choisie. Ce
choix se justifie par le fait que la quantite´ d’ions dans nos dispersions colloı¨dales est susceptible d’eˆtre large. D’un
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point de vue nume´rique, cela demande moins de ressources que le mode`le primitif. Nous disposerons de deux
me´thodes de simulation. L’une qui calcule la pression osmotique en re´solvant l’e´quation de Poisson-Boltzmann
combine´e a` la Dynamique Brownienne (PB-BD) et l’autre qui est un mode`le re´duisant l’approche a` N corps par un
proble`me a` un seul corps. Ce dernier appele´ mode`le des cellules ou mode`le des cellules (CM) est pre´sente´ dans les
deux chapitres pre´ce´dents. Son avantage repose sur sa simplicite´, sa rapidite´ et sa pre´cision lorsque les dispersions
sont concentre´es ou avec une faible force ionique.
Dans un premier temps, en comparant la pression osmotique obtenue par re´solution d’une e´quation de Poisson-
Boltzmann (PB) non-line´aire ΠPB-BD et celle dans le re´gime line´aire ΠLPB-BD, nous illustrerons le fait qu’il est
possible d’utiliser des mode`les base´s sur la solution de l’e´quation de Poisson-Boltzmann line´arise´e pour estimer
de fac¸on pre´cise la pression osmotique. Ne´anmoins, cette hypothe`se n’est pas toujours valide. C’est pourquoi nous
de´finirons un crite`re de validite´ de cette hypothe`se de line´arisation. Celui-ci de´pendra de parame`tres accessibles
comme la taille des particules, la longueur de Debye, la fraction volumique et la charge des colloı¨des.
Dans un deuxie`me temps, en comparant ΠPB-BD et ΠCM, il sera possible de de´finir dans quelles conditions le
mode`le des cellules est capable d’estimer de fac¸on pre´cise la pression osmotique [5], [6]. Un domaine de validite´
du mode`le des cellules base´ sur la charge des particules, la fraction volumique, la longueur de Debye et la taille
des particules sera e´tabli.
1 DOMAINE DE VALIDITE´ DE L’HYPOTHE`SE DE LINE´ARISATION DE
L’E´QUATION DE POISSON-BOLTZMANN
Connaıˆtre les conditions dans lesquelles l’e´quation de Poisson-Boltzmann Line´arise´e (LPB) est valide est un atout
conside´rable. En effet, e´tant line´aire, il sera possible d’utiliser la the´orie DLVO de´crite d’abord par Derjaguin
et Landau en 1941 [40] puis par Verwey et Overbeek en 1948 [41]. La conse´quence directe de cette hypothe`se
est l’optimisation du temps de calcul de la pression osmotique d’une dispersion colloı¨dale. Nous allons d’abord
illustrer le fait que l’hypothe`se de line´arisation peut ne pas eˆtre valide. Pour cela, nous confronterons les re´sultats
de ΠPB-BD avec ceux de ΠLPB-BD dans des conditions de force ionique diffe´rentes. Ensuite, nous de´finirons un
crite`re de validite´ de l’hypothe`se de line´arisation. Nous pre´cisons au pre´alable que la line´arisation se fait autour
de la valeur du potentiel e´lectrostatique dans le re´servoir, meˆme si ce n’est pas le seul point de re´fe´rence possible.
Le choix le plus approprie´ serait le potentiel moyen de la suspension colloı¨dale, spe´cialement lorsque la fraction
volumique est e´leve´e et la force ionique faible [26], [5]. Dans nos simulations, pour des raisons nume´riques nous
choisissons cependant de line´ariser autour de la valeur traditionnelle qui est ψ∗ = 0.
1 Domaine de validite´ de l’hypothe`se de line´arisation de l’e´quation de Poisson-Boltzmann
1.1 Effet de la line´arisation de l’e´quation de Poisson-Boltzmann dans le calcul de la pression osmo-
tique
81
1.1 EFFET DE LA LINE´ARISATION DE L’E´QUATION DE POISSON-BOLTZMANN DANS LE
CALCUL DE LA PRESSION OSMOTIQUE
Le syste`me colloı¨dal e´tudie´ est compose´ de particules sphe´riques de rayon 7.5nm contenues dans un
e´lectrolyte 1 : 1. La densite´ de charge de surface σ, fixe dans ces simulations, vaut 0.0366e/nm2. Le parame`tre
Ξ ≈ 0.12 correspond a` un couplage e´lectrostatique faible ; le mode`le de Poisson-Boltzmann est valide.
La figure (3.1) repre´sente la pression osmotique Π en fonction de la fraction volumique φ. Les traits pleins
repre´sentent la pression osmotique calcule´e par dynamique brownienne lorsque l’e´quation de Poisson-Boltzmann
est non line´aire (ΠPB-BD). Les pointille´s repre´sentent la pression osmotique obtenue a` partir de l’e´quation de PB
line´arise´e (ΠLPB-BD). Nous remarquons que pour κa e´gal a` 2 (figure (3.1)(B)) et κa e´gal a` 4 (figure (3.1)(C)), les
pressions osmotiques sont tre`s proches. En revanche, pour κa e´gal a` 1 (figure (3.1)(A)), les mode`les line´aire et
non line´aire donnent des pressions osmotiques diffe´rentes. La diffe´rence entre les pressions donne´es par PB-BD
et LPB-BD confirme le fait que l’hypothe`se de line´arisation de l’e´quation de Poisson-Boltzmann joue un roˆle im-
portant dans le calcul de la pression osmotique, et ce meˆme pour des charges aussi faibles que ZlB/a = 2.48 (il
est parfois mentionne´ que la renormalisation de charge n’est pas ne´cessaire pour ZlB/a < 10). Il faut remarquer
que si la valeur de la charge ZlBa est fixe´e quand la force ionique est modifie´e, la densite´ de charge de surface
sans dimension σ∗ varie. En effet, lorsque la force ionique vaut 1.558mM , la densite´ de charge de surface sans
dimension est e´gale a` 2.52. Quand I vaut 6.439mM et 25.758mM , la densite´ de charge de surface sans dimension
vaut respectivement 1.25 et 0.62. Nous allons par la suite voir l’influence de la variation de σ∗ sur le potentiel
e´lectrostatique a` la surface de la particule, a` ZlB/a fixe´.
En normant les longueurs par κ−1, l’e´quation de Poisson-Boltzmann et la condition de charge impose´e s’e´crivent
de la manie`re suivante (en ne´gligeant le champ e´lectrique dans la phase solide) : ∆
∗ψ∗ = sinhψ∗
∇∗ψ∗ = −σ∗ ∼ − 1√
n∞
Modifier la force ionique consiste a` faire varier la concentration en sel dans le re´servoir par l’interme´diaire de n∞.
Nous remarquons qu’en augmentant la force ionique, la condition de charge impose´e conduit a` de faibles gradients
aux interfaces, et donc de faibles potentiels a` la surface des particules vu le caracte`re elliptique de l’e´quation de
PB, ce qui tend a` rendre la line´arisation possible.
Si nous normalisons par le rayon des colloı¨des a au lieu de la longueur de Debye, contrairement au cas pre´ce´dent,
il est moins e´vident de voir l’effet du changement de la force ionique car la charge sans dimension n’est plus σ∗
mais ZlBa comme l’illustre le syste`me d’e´quations correspondant :{
∆∗ψ∗ = (κa)2 sinhψ∗
∇∗ψ∗ = −ZlBa
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FIGURE 3.1: Pression osmotique en fonction de la fraction volumique. Les lignes continues repre´sentent les
re´sultats donne´s par PB-BD et les pointille´s par PB-BD line´arise´. La valeur de la charge sans dimension
ZlB
a = 2.48 est identique quelle que soit la valeur de la force ionique.
Dans ce deuxie`me syste`me d’e´quations, l’effet de l’augmentation de la force ionique sur le potentiel e´lectrostatique
se manifeste directement sur l’e´quation de Poisson-Boltzmann alors que la condition a` la limite n’est pas perturbe´e.
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Ainsi, bien que les deux normalisations soient e´quivalentes, nous voyons que la premie`re est plus adapte´e pour
de´crire qualitativement l’influence de la concentration en sel sur le champ de potentiel.
Apre`s avoir illustre´ le fait que l’hypothe`se de line´arisation de l’e´quation de Poisson-Boltzmann n’est pas toujours
pertinente, il est ne´cessaire de connaıˆtre son domaine de validite´ avant d’envisager son utilisation pour calculer la
pression osmotique d’une dispersion colloı¨dale. Cette question est aborde´e dans la section suivante.
1.2 CRITE`RE DE VALIDITE´ DE L’HYPOTHE`SE DE LINE´ARISATION DE L’E´QUATION DE
POISSON-BOLTZMANN
Sachant que l’hypothe`se de line´arisation de l’e´quation de Poisson-Boltzmann n’est pas toujours valide, nous allons
e´tablir un crite`re de validite´ permettant de savoir dans quelles conditions il est possible d’utiliser les mode`les
line´arise´s. En effet, nous savons que pour line´ariser l’e´quation de Poisson-Boltzmann, le potentiel e´lectrostatique
ψ∗ doit eˆtre faible partout. Comme la valeur de ψ∗ est maximale a` la surface des particules charge´es, alors il
suffit d’avoir un potentiel de surface ψ∗s faible pour ve´rifier la condition de la line´arisation. Pour une particule
charge´e, isole´e, de forme sphe´rique et de rayon a, le potentiel de surface sans dimension en utilisant l’e´quation de
Poisson-Boltzmann line´aire s’e´crit :
ψ∗s,iso =
σ∗κa
κa+ 1 (3.1)
L’e´quation suivante propose´e par Ohshima et al. [1] relie la densite´ de charge de surface sans dimension au potentiel
de surface sans dimension et a` κa :
σ∗ = 2 sinh
(
ψ∗s
2
)1 + 2
κa cosh2
(
ψ∗s
4
) + 8 log
(
cosh
(
ψ∗s
4
))
(κa)2 sinh2
(
ψ∗s
2
)
1/2 (3.2)
Pour un σ∗ donne´, le potentiel de surface sans dimension ψ∗s est obtenu en re´solvant nume´riquement l’e´quation
(3.2) qui est un de´veloppement d’ordre 2 en (κa)−1. Les valeurs obtenues sont pre´cises pour une large gamme
de valeurs de κa et du potentiel de surface. Cette deuxie`me expression du potentiel est e´crite dans le re´gime
non-line´aire.
Nous voulons e´tablir un domaine de validite´ de l’hypothe`se de line´arisation de l’e´quation de Poisson-Boltzmann.
Nous allons faire varier les deux parame`tres sans dimension κa et σ∗ puis calculer le potentiel de surface d’une
sphe`re isole´e et comparer sa valeur a` celle obtenue pour une dispersion graˆce a` l’approche PB-BD. Le choix de PB-
BD comme re´fe´rence pre´sente un avantage d’un point de vue de la mode´lisation physique conside´rable : les varia-
tions locales du potentiel e´lectrostatique a` la surface des particules de la dispersion sont calcule´es nume´riquement.
Le mode`le des cellules prend seulement en compte l’effet moyen de la fraction volumique dans le calcul du poten-
tiel a` la surface. Les valeurs du potentiel de surface obtenues pour une fraction volumique de 22% sont pre´sente´s
dans le tableau (3.1). La valeur du potentiel de surface ψ∗s,PB-BD, moyen correspond a` une valeur moyenne du po-
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Parame`tres (κa, σ∗) (1, 2.52) (2, 1.26) (4, 0.63)
ψ∗s,PB-BD, moyen ∼ 2 ∼ 1 ∼ 0.5
ψ∗s,PB-BD, maximum 3.57 2.14 0.95
ψ∗s,iso, e´quation (3.1) 1.26 0.84 0.50
ψ∗s,iso , e´quation (3.2) 1.23 0.83 0.50
ψ∗s,corrige´, e´quation (3.3) 2.63 1.0 0.51
TABLE 3.1: Diffe´rentes valeurs du potentiel de surface calcule´ pour un colloı¨de isole´ ψ∗s,iso tire´e de l’e´quation (3.1)
et de l’e´quation (3.2) [1], calcule´ avec PB-BD ou` ψ∗s,PB-BD, moyen est le potentiel de surface moyen dans la dispersion
et ψ∗s,PB-BD, maximum est la valeur maximale du potentiel de surface dans la dispersion colloı¨dale. Ces re´sultats sont
obtenus pour une fraction volumique de 22%.
tentiel de surface de toutes les particules formant la dispersion colloı¨dale dans l’approche PB-BD. Cette valeur
moyenne est de´pendante de la fraction volumique de la dispersion colloı¨dale. La valeur du potentiel de surface
ψ∗s,PB-BD, maximum correspond a` la valeur maximale atteinte a` des endroits tre`s rares ou` certains colloı¨des sont mo-
mentane´ment tre`s proches en raison du mouvement brownien. ψ∗s,corrige´ est une expression corrige´e du potentiel de
surface d’une sphe`re isole´e qui prend en compte l’effet de la fraction volumique. Nous reviendrons sur la correction
de ce potentiel de surface sans dimension ulte´rieurement.
Pour κa e´gal a` 4, toutes les valeurs du potentiel de surface sont similaires quelle que soit la formule utilise´e.
Lorsque κa vaut 2 et 1, les valeurs du potentiel de surface pour une sphe`re isole´e sont diffe´rentes de celles du
code de dynamique brownienne. Nous remarquons alors que les valeurs du potentiel de surface d’une sphe`re isole´e
divergent de celles donne´es par PB-BD lorsque κa est faible ou lorsque σ∗ est e´leve´. Comme mentionne´ plus haut,
cela s’explique en partie par le fait que la condition de charge impose´e a` la surface des particules engendre des
potentiels de surface faibles a` force ionique e´leve´e.
Nous remarquons que les diffe´rentes expressions analytiques du potentiel de surface pour une sphe`re isole´e
donne´es par les e´quations (3.1) et (3.2), ne prennent pas en compte l’effet de la fraction volumique. Graˆce a` la
solution analytique du mode`le des cellules line´arise´, il est possible de donner une expression corrige´e du potentiel
de surface pour des dispersions colloı¨dales concentre´es :
ψ∗s,corrige´ =
σ∗κa
κa+ 1
1 +
(
2κa
1 + κa
)(
1
α1 + α2e2κa(φ−1/3−1)
)
︸ ︷︷ ︸
Rφ
 , (3.3)
avec α1 = (1 − κa)/(1 + κa) et α2 = (κaφ−1/3 − 1)/(κaφ−1/3 + 1). Le terme Rφ repre´sente la partie de
l’expression analytique du potentiel de surface qui permet d’inte´grer l’effet de la fraction volumique, lorsque le
potentiel e´lectrostatique est faible.
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En utilisant de´sormais l’e´quation (3.3) et pour les meˆme valeurs de κa et σ∗, nous remarquons sur le tableau
(3.1) une ame´lioration de la valeur du potentiel de surface a` κa = 2. L’erreur d’environ 15% commise par les
expressions du potentiel de surface d’une sphe`re isole´e n’y est plus. Par contre a` κa = 1, la valeur du potentiel de
surface corrige´ ψ∗s,corrige´ n’est toujours pas bonne et cela est normal. Si nous regardons la valeur de ψ
∗
s,PB-BD, moyen,
nous observons qu’elle est supe´rieure a` 1. Dans ce cas, la line´arisation de l’e´quation de Poisson-Boltzmann n’est
pas possible et l’e´quation (3.3) ne s’applique pas.
Si nous observons bien le tableau (3.1) et la figure (3.1), a` κa = 2 il est possible de line´ariser alors que le potentiel
de surface adimensionne´ peut localement atteindre des valeurs de 2.14. Meˆme si ces valeurs sont supe´rieures a` 1,
il semble que ce soit plutoˆt la valeur moyenne du potentiel de surface qui compte pour le crite`re de line´arisation,
dans le cadre du calcul de la pression osmotique, et pas tellement la valeur maximale locale du potentiel de surface.
Cette observation nous encourage a` utiliser la relation (3.3) pour e´tablir une me´thode permettant de de´terminer si
l’e´quation de Poisson-Boltzmann peut eˆtre line´arise´e pour un jeu de parame`tres physico-chimiques donne´s.
Pour pouvoir line´ariser l’e´quation de Poisson-Boltzmann, il faut avoir un potentiel de surface sans dimension
ψ∗s < 1. Si nous travaillons a` densite´ de charge de surface impose´e, trouver un domaine de validite´ de l’hypothe`se
de line´arisation consiste a` chercher une valeur de la fraction volumique φ en dessous de laquelle la line´arisation
est toujours possible. Pour la de´terminer, nous commencerons par ve´rifier si lorsque la suspension est infiniment
dilue´e (φ→ 0), le potentiel de surface calcule´ avec l’e´quation (3.1) est infe´rieur a` 1. Ensuite nous faisons varier la
fraction volumique jusqu’a` atteindre une valeur critique qui correspond a` la valeur 1 du potentiel de surface corrige´
ψ∗s,corrige´. La zone ou` le potentiel de surface est infe´rieur a` 1 constituera le domaine ou` il sera possible de line´ariser
l’e´quation de Poisson-Boltzmann.
La figure (3.2) montre l’e´volution du potentiel de surface en fonction de la fraction volumique φ. La zone grise´e
est de´limite´e par le potentiel de surface limite (ψ∗s = 1) ; celui-ci est repre´sente´ par la courbe horizontale en traits
pleins. La droite verticale en pointille´s correspond a` φ = 0.22, la valeur de la fraction volumique pour laquelle
sont obtenus les re´sultats du tableau (3.1).
Nous remarquons que le point d’intersection de la droite verticale avec la courbe pour κa = 4 (cercles) se situe
dans la zone grise´e. Les re´sultats des simulations confirment bien le fait que la line´arisation est possible dans ce
cas puisque ΠPB-BD et ΠLPB-BD sont similaires sur la figure (3.1)(A). Le point d’intersection de la droite verticale
avec la courbe pour κa = 2 (triangles) se situe a` la limite de la zone grise´e. C’est pourquoi en comparant ΠPB-BD
et ΠLPB-BD dans la figure (3.1)(B), nous avons un le´ger e´cart entre les deux pressions. Enfin, comme nous nous
y attendions, le point d’intersection entre la droite verticale et la courbe κa = 1 (e´toiles) est tre`s loin de la zone
grise´e. Cela confirme le fait que la line´arisation n’est pas possible dans cette dernie`re configuration. Les re´sultats
de ΠPB-BD et ΠLPB-BD sont en effets diffe´rents sur la figure (3.1)(C) pour φ = 0.22.
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FIGURE 3.2: Potentiel de surface sans dimension obtenu a` partir du mode`le des cellules line´arise´ (3.3), en fonction
de la fraction volumique. La zone grise´e ou` le potentiel de surface est infe´rieur a` 1 est la zone ou` la line´arisation
est toujours possible, et ou` les courbes trace´es sont donc correctes. L’e´volution des courbes en dehors de la zone
grise´e n’est a priori pas physique. La droite verticale est trace´e a` φ = 0.22 et ses points d’intersection avec les
autres courbes (e´toiles, triangles et cercles) montrent si les couples (κa, σ∗) choisis sont situe´s dans le domaine de
validite´ de l’hypothe`se de line´arisation ou pas.
Si nous travaillons a` fraction volumique constante, trouver le domaine de validite´ de l’hypothe`se de line´arisation
consiste a` chercher la valeur de la densite´ de charge de surface en dessous de la quelle il sera toujours possible de
line´ariser l’e´quation de Poisson-Boltzmann. Pour de´terminer cette valeur critique, nous savons que la line´arisation
est possible lorsque les particules sont faiblement charge´es (σ∗ → 0), puis la valeur de la charge est augmente´e
progressivement jusqu’a` atteindre la densite´ de charge de surface critique en utilisant la relation (3.3). Celle-ci
correspond a` la valeur 1 du potentiel de surface sans dimension ψ∗s . La zone ou` la line´arisation sera toujours
possible est celle ou` le potentiel de surface sans dimension est infe´rieur a` 1. La figure (3.3) repre´sente le potentiel
de surface ψ∗s en fonction de σ
∗. Nous allons ve´rifier si les re´sultats de cette figure sont en ade´quation avec ceux
obtenus auparavant dans la section (1) de ce chapitre, c’est-a`-dire lorsque nous comparions ΠLPB-BD et ΠPB-BD.
Sur la figure (3.3)(A), κa est e´gal a` 1. Les potentiels de surface obtenus a` l’aide de la relation (3.3) sont trace´s
pour trois valeurs de fraction volumique (les plus faible/forte simule´es avec l’approche PB-BD ainsi qu’une valeur
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interme´diaire). Les points de rencontre des courbes obtenues pour les trois fractions volumiques (e´toiles, triangles,
cercles) et la droite verticale (σ∗ = 2.52) (densite´ de charge utilise´e dans le tableau (3.1) pour κa = 1) ne sont pas
situe´s dans la zone grise´e. Cela confirme le fait que, dans ces conditions, la line´arisation n’est pas possible. C’est
pourquoi ΠLPB-BD et ΠPB-BD sont diffe´rents sur la figure (3.1)(A).
Sur la figure (3.3)(B), κa est e´gal a` 2. Les points d’intersection des courbes (e´toiles, triangles, cercles) et la
droite verticale (σ∗ = 1.25) sont proches de la limite du domaine de validite´ de l’hypothe`se de line´arisation. Cela
explique le fait que sur la figure (3.1)(B), ΠLPB-BD et ΠPB-BD soient le´ge`rement diffe´rentes. Nous voyons aussi que
le cas a` φ = 22% est le plus proche du crite`re ψ∗s < 1. En effet, dans tous les cas (κa = 1, κa = 2 ou κa = 4),
la valeur de ψ∗s augmente avec la fraction volumique. C’est pour cette raison que les pressions diffe`rent de plus en
plus quand la fraction volumique augmente sur la figure (3.1).
Sur la figure (3.3)(C), κa vaut 4. Les points d’intersection des courbes (e´toiles, triangles, cercles) et la droite
verticale (σ∗ = 0.62) sont largement situe´s dans la zone grise´e confirmant donc la validite´ de l’hypothe`se de
line´arisation. Sur la figure (3.1)(C), ΠLPB-BD et ΠPB-BD sont en effet en excellent accord.
(A) (B)
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(C)
FIGURE 3.3: Potentiel de surface sans dimension obtenu graˆce a` la relation (3.3) en fonction de la densite´ de
charge de surface sans dimension. La zone grise´e est le domaine dans lequel la line´arisation de l’e´quation de
Poisson-Boltzmann est possible, et donc la zone dans laquelle les courbes sont valides.
Nous avons propose´ une me´thode base´e sur la solution analytique du mode`le des cellules line´arise´ pour identi-
fier un domaine de validite´ de l’hypothe`se de line´arisation. Une autre me´thode serait de comparer la solution de
l’e´quation de Poisson-Boltzmann line´arise´e avec celle de Poisson-Boltzmann non-line´aire si l’on dispose d’un outil
pour re´soudre nume´riquement cette e´quation. Comme il est possible de la re´soudre dans la cellule de Wigner-Seitz
[12], en comparant la pression calcule´e par le mode`le des cellules Line´aire (LCM) et celle du mode`le des cellules
Non Line´aire (NLCM), nous saurons les conditions dans lesquelles l’hypothe`se de line´arisation sera valide. Si nous
travaillons a` fraction volumique impose´e, la densite´ de charge de surface critique correspond alors a` la valeur en
dessous de laquelle ΠNLCM et ΠLCM sont identiques. Et si nous travaillons a` densite´ de charge de surface impose´e,
la fraction volumique critique est la valeur en dessous de laquelle ΠNLCM et ΠLCM sont en accord.
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2 ESTIMATION QUANTITATIVE DE LA PRE´CISION DU MODE`LE DES
CELLULES POUR DES SUSPENSIONS COLLOI¨DALES CHARGE´ES EN IONS
Le mode`le des cellules consiste a` re´duire la complexite´ d’un proble`me e´lectrostatique a` N corps en supposant
qu’il peut eˆtre remplace´ par un mode`le a` 1 colloı¨de. Cette hypothe`se rend le mode`le tre`s simple et tre`s rapide.
Cependant, il est important de ve´rifier ses limites avant de l’utiliser pour calculer la pression osmotique d’une
dispersion colloı¨dale donne´e. En effet, nous observons dans les dispersions concentre´es et sans sel ajoute´ que
chaque colloı¨de repousse les autres objets. Les colloı¨des s’organisent en cherchant a` se repousser le plus loin
possible et forment ainsi une structure semblable a` un solide. Cette structure ”solide” ne peut eˆtre obtenue dans
une dispersion colloı¨dale de particules sphe´riques que si nous avons des re´pulsions a` longue porte´e. Ceci requiert
d’avoir une longueur de Debye κ−1 au moins supe´rieure a` la moitie´ de la distance moyenne entre colloı¨dales, c’est-
a`-dire a
(
φ−
1
3 − 1
)
< 1κ (a : rayon de la particule colloı¨dale, φ : fraction volumique). De part sa construction,
le mode`le des cellules donne des re´sultats corrects pour la pression osmotique de dispersions colloı¨dales charge´es
sans sel ajoute´. Cela s’explique par la pression osmotique due a` la contribution des ions qui est tre`s importante
par rapport a` la pression ge´ne´re´e par les interactions entre colloı¨des. Dans les dispersions ou` il y a ajout de sel, le
mode`le des cellules peut donner des re´sultats faux.
Dans cette e´tude, nous de´montrerons d’abord que le proble`me physique, dans le cadre de la the´orie de Poisson-
Boltzmann, de´pend a priori de trois parame`tres sans dimension (κa, φ, σ∗) ou
(
κa, φ, ZlBa
)
. Ensuite, nous confir-
merons que le mode`le des cellules n’est pas toujours fiable ; nous quantifierons l’influence de l’hypothe`se de
simplification du mode`le des cellules dans le calcul de la pression osmotique d’une dispersion colloı¨dale. Nous
montrerons que l’erreur commise en assimilant la pression obtenue graˆce au mode`le des cellules a` la vraie pression
osmotique totale de´pend seulement de deux groupes sans dimension.
2.1 THE´ORE`ME DE VASCHY-BUCKINGHAM (OU THE´ORE`ME pi)
Tout d’abord nous voulons montrer que la physique de ce proble`me de´pend des quatre parame`tres κa, φ et
ZlB
a , Ξ. Pour cela, il faut de´montrer que la pression osmotique sans dimension Π∗ ve´rifie la relation suivante :
Π∗ = f
(
κa, φ,
ZlB
a
,Ξ
)
(3.4)
D’apre`s le the´ore`me de Vaschy-Buckingham, dans un proble`me comprenant G grandeurs physiques et D dimen-
sions, ces grandeurs peuvent s’e´crire en G − D groupes adimensionnels note´s pii avec i = 1, .., G − D. Dans le
proble`me de la de´termination de la pression osmotique d’une dispersion charge´e, nous avons 8 grandeurs physiques
et 3 dimensions inde´pendantes (C,L,M/T 2) repre´sente´es dans le tableau (3.2).
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Grandeur Physique Symbole Dimensions (C, M, L, T)
rayon de la particule a L
volume du syste`me V L3
densite´ en ions n∞ L−3
charge e´le´mentaire e C
densite´ de charge de surface σ CL−2
permittivite´ du solvant  C2L−3/(MT−2)
e´nergie thermique kBT L2(MT−2)
pression osmotique Π L−1(MT−2)
TABLE 3.2: Liste des grandeurs physiques et de leurs dimensions. Le symbole C correspond a` la charge, M a` la
masse, L aux longueurs et T au temps.
Il y aura 5 groupes sans dimensions pii. En choisissant les variables e, a et kBT qui contiennent toutes les dimen-
sions (C,L,M/T 2) et sont line´airement inde´pendantes, nous pouvons alors e´crire les parame`tres pii en fonction
des exposants (xi, yi, zi) inconnus. L’indice i varie entre 1 et 5.
pi1 = ax1ey1 (kBT )z1 σ = C0L0(M/T 2)0
pi2 = ax2ey2 (kBT )z2 n∞ = C0L0(M/T 2)0
pi3 = ax3ey3 (kBT )z3 V = C0L0(M/T 2)0
pi4 = ax4ey4 (kBT )z4 Π = C0L0(M/T 2)0pi5 = ax5ey5 (kBT )z5  = C0L0(M/T 2)0
Ces e´quations s’e´crivent conduisent a` la de´finition des nombres suivants :
pi1 =
σa2
e
= Z
pi2 = n∞a3
pi3 =
V
a3
pi4 =
Πa3
kBT
pi5 =
a
lB
La relation finale peut donc s’e´crire de la manie`re suivante :
pi4 = f (pi1, pi2, pi3, pi5) (3.5)
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ou encore
Πa3
kBT
= f
(
Z, n∞a3,
1
φ
,
a
lB
)
(3.6)
Il est possible de remplacer ces nombres sans dimension par une combinaison d’eux meˆmes. Si nous remplac¸ons
pi4 par pi4/(2pi2), pi1 par pi1/pi5, pi2 par
√
pi2/pi5, pi3 par 1/pi3 et pi5 par z3pi1/pi25 , nous arrivons a` la relation
recherche´e suivante :
Π∗ = Π2n∞kBT
= f
(
ZlB
a
, κa, φ,Ξ
)
(3.7)
La the´orie de Poisson-Boltzmann correspond au cas limite Ξ → 0. Dans ce cadre, la pression osmotique de´pend
donc des trois parame`tres sans dimension ZlBa , κa et φ.
2.2 RE´SULTATS DE SIMULATION
La pression osmotique calcule´e avec le mode`le des cellules (ou Cell Model) s’obtient plus facilement que celle
calcule´e avec l’approche PB-BD. Comme le mode`le des cellules est construit avec une hypothe`se forte sur la
structure de la dispersion, il faut conside´rer les re´sultats de PB-BD comme re´sultats de re´fe´rence. Nous allons
comparer la pression des deux mode`les afin de confirmer que le mode`le simplifie´ n’est pas toujours fiable. Dans
cette section, la partie de la pression osmotique de la dispersion colloı¨dale utilise´e pour faire la comparaison entre
le mode`le des cellules et PB-BD est sa composante non-ide´ale. Le mode`le des cellules ne prend pas en compte
l’agitation thermique des colloı¨de qui ge´ne`re la partie ide´ale et c’est ce qui justifie ce choix. La partie non-ide´ale
de la pression osmotique s’e´crit :
ΠNI = Π− ρckBT, (3.8)
ou` ρc est la densite´ en nombre des colloı¨des. Le premier syste`me colloı¨dal e´tudie´ est le meˆme que dans la section
(1) de ce chapitre. La composante non-ide´ale de la pression osmotique calcule´e avec les deux mode`les (PB-BD
et mode`le des cellules) est repre´sente´e sur la figure (3.4)(A) pour une force ionique faible. Sur la figure (3.4)(B),
la force ionique est interme´diaire et sur la figure (3.4)(C), elle est e´leve´e. Dans le deuxie`me syste`me e´tudie´, les
particules sphe´riques ont un rayon e´gal a` 50nm, une valence Z e´gale a` 500 et un parame`tre Ξ qui vaut 0.053.
L’e´quation de Poisson-Boltzmann est donc aussi valide. Les re´sultats de la pression ΠNI des deux mode`les sont
repre´sente´s sur la figure (3.4)(D) pour ces parame`tres physico-chimiques.
Sur la figure (3.4)(A) la composante non-ide´ale de la pression osmotique calcule´e avec le mode`le des cellules
est en excellent accord avec celle calcule´e en dynamique brownienne. La figure (3.4)(B) montre un petit e´cart entre
les deux pressions et cet e´cart devient plus flagrant sur la figure (3.4)(C) qui correspond au cas ou` la force ionique
est la plus e´leve´e des trois cas e´tudie´s jusqu’ici. Ce phe´nome`ne s’explique par l’absence d’interactions colloı¨de-
colloı¨de dans le mode`le des cellules [5, 6, 42] alors que ce sont ces interactions qui de´terminent la pression a force
92 CHAPITRE 3. CHOIX D’UN MODE`LE DE CALCUL DE LA PRESSION OSMOTIQUE D’UNE
DISPERSION COLLOI¨DALE
ionique e´leve´e.
(A) I = 1.558mM , κa = 1, σ∗ = 2.52, ZlBa = 2.48 (B) I = 6.439mM , κa = 2, σ∗ = 1.25,
ZlB
a = 2.48
(C) I = 25.758mM , κa = 4, σ∗ = 0.62, ZlBa = 2.48 (D) I = 1mM , κa = 5.25, σ∗ = 1.389,
ZlB
a = 7.3
FIGURE 3.4: Partie non-ide´ale de la pression osmotique en fonction de la fraction volumique. La pression est
calcule´e, d’une part, avec les simulations de Dynamique Brownienne couple´es a` l’e´quation de Poisson-Boltzmann
(PB-BD) et, d’autre part, avec le mode`le des cellules pour diffe´rentes valeurs de κa et ZlBa
On notera que l’e´cart maximal entre ΠCM et ΠPB-BD est obtenu pour les conditions de la figure (3.4)(D) c’est-a`-
dire lorsque la force ionique est la plus faible dans le re´servoir. Dans la litte´rature pour caracte´riser les conditions
dans lesquelles le mode`le des cellules donne des re´sultats exacts, il est de coutume de raisonner sur la valeur de la
force ionique I . Celle-ci doit eˆtre faible pour que les re´sultats fournis par le mode`le des cellules soient conside´re´s
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corrects. En appliquant ce meˆme raisonnement sur les re´sultats de la figure (3.4), nous constatons que dans les cas
(A), (B) et (C), le mode`le des cellules est plus pre´cis aux faibles valeurs de la force ionique. Par contre en (D),
qui correspond au cas ou` la force ionique est la plus faible, le mode`le de cellules fournit des pressions osmotiques
incorrectes. Si le raisonnement se fait sur les valeurs de κa, nous observons que plus la valeur de κa est faible, plus
les valeurs de ΠCM et ΠPB-BD se rapprochent. Comme cela a e´te´ e´nonce´ a` l’introduction de cette partie, ces re´sultats
confirment le fait que le mode`le des cellules fournit des valeurs correctes de la pression osmotique lorsque κa est
faible, et non simplement lorsque il y a peu de sel.
Apre`s, cette observation de l’influence de κa sur la calcul de pression osmotique obtenue avec le mode`le des
cellules, nous remarquons e´galement que la fraction volumique φ est influente sur la pre´cision du mode`le des
cellules. En fixant κa, les pressions pre´dites par le mode`le des cellules sont plus pre´cises aux grandes valeurs de φ.
Par exemple, sur la figure (3.4)(C), a` φ = 0.1, la pression pre´dite par le mode`le des cellules est seulement environ
5% de la valeur exacte, tandis qu’a` φ = 0.22, elle vaut 40% de la valeur exacte. C’est pour cette raison qu’un
crite`re visant a` e´tablir un domaine de validite´ du mode`le des cellules doit impliquer au moins les deux parame`tres
sans dimension κa et φ.
2.3 CRITE`RE INTUITIF DE LA VALIDITE´ DU MODE`LE DES CELLULES
Par de´finition, la pression totale P dans une dispersion colloı¨dale est constitue´e de trois contributions :
P = ρckBT + POCM + Pmicro (3.9)
ou` POCM est la pression due aux interactions colloı¨de-colloı¨de et Pmicro la contribution des ions.
Or par de´finition dans le mode`le des cellules, POCM est nul car il n’y a pas de forces d’interaction colloı¨de-
colloı¨de. Pour connaitre le domaine dans lequel ce mode`le fournit toujours des pressions correctes, il faut chercher
les conditions dans lesquelles le rapport POCMPmicro est ne´gligeable.
La force ionique peut eˆtre repre´sente´e par la longueur de Debye κ−1 graˆce a` la relation suivante :
κ−1 =
√
kBT
2e2n∞ (3.10)
Nous constatons que si la force ionique augmente (ou la concentration en ions dans le re´servoir n∞ augmente), la
longueur de Debye diminue et vice versa. Pour chercher un crite`re de validite´ du mode`le des cellules, nous allons
raisonner sur la taille de cette longueur caracte´ristique de la re´partition des ions autour des colloı¨des en fonction
de la distance moyenne entre particules d = 2a
(
φ−
1
3 − 1
)
comme l’illustre la figure (3.5). Nous savons que le
rapport POCMPmicro est ne´gligeable aux faibles valeurs de la force ioniques, c’est-a`-dire aux grandes longueurs de Debye
[5, 42]. Lorsque d 2κ , chaque colloı¨de rec¸oit une force re´sultant du potentiel e´lectrostatique ge´ne´re´ par plusieurs
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FIGURE 3.5: Deux colloı¨des (en vert/sombre) dans un solvant de´limite´ par les cellules de Wigner-Seitz (en
bleu/clair). La distance entre les surfaces des deux particules est repre´sente´e par d.
particules. Dans ces conditions ou` la force ionique est faible, le champ de potentiel est homoge`ne, comme le montre
la figure (3.7)(A).
Si le gradient de potentiel est faible autour de la particule charge´e, dans la direction paralle`le a` sa surface, alors la
force e´lectrostatique globale exerce´e sur le colloı¨de le sera e´galement. Ceci est illustre´ sur figure (3.6). En (3.6)(A),
les contraintes sont uniforme´ment re´parties sur la surface du colloı¨de et c’est ce qui permet d’avoir une valeur de
la force nulle. Dans ces conditions, le colloı¨de sur lequel s’exerce uniforme´ment une pression, ne bouge pas. En
(3.6)(B), nous avons de petites contraintes d’un coˆte´ de la particule et de l’autre, celles-ci sont beaucoup plus
grandes. Dans cette configuration, la force n’est pas nulle. Comme la pression applique´e sur la particule n’est pas
uniforme, le colloı¨de bouge. Cette figure illustre donc le fait que c’est le gradient tangentiel des contraintes locales
qui cre´e la force.
(A)
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(B)
FIGURE 3.6: Le signe  plus  signifie que le potentiel est fort et le signe  moins  qu’il est faible. Les
 fle`ches  repre´sentent les contraintes normales a` la surface. En (A), la force est nulle contrairement au cas
(B). Ceci illustre que c’est le gradient tangentiel des contraintes locales qui cre´e la force.
D’autre part sur la figure (3.7)(A), la distance moyenne entre particules est tre`s faible par rapport a` la longueur
de Debye qui est tre`s grande. La valeur du potentiel e´lectrostatique a` la frontie`re des cellules de Wigner-Seitz sera
donc e´leve´e. Nous savons aussi que la pression osmotique calcule´e par le mode`le des cellules s’e´crit de la manie`re
suivante :
ΠCM = 2n∞kBT [cosh (ψ (R))− 1] ' Pmicro (3.11)
avec ψ (R) potentiel e´lectrostatique a` la frontie`res des cellules de Wigner-Seitz de rayon R.
Comme ψ (R) est tre`s e´leve´, la pression osmotique sera grande aussi. C’est pourquoi, Pmicro qui est donne´ par la
pression osmotique calcule´e par le mode`le des cellules, sera tre`s grand devant POCM. Donc Pmicro est en parfait
accord avec PPB-BD qui englobe les deux pressions (Pmicro et POCM).
Lorsque la force ionique est e´leve´e, POCM est une bonne estimation de la pression osmotique [6]. Dans ces condi-
tions ou` d  2κ , les positions des colloı¨des sont beaucoup plus influence´es par le mouvement brownien. Le
champ de potentiel au niveau de la surface d’un colloı¨de est ge´ne´re´ par seulement une ou deux interfaces. Il n’est
pas homoge`ne, ni isotrope comme l’illustre la figures (3.7)(C). A la frontie`re des cellules de Wigner-Seitz ou` la
concentration en ions est tre`s faible, le potentiel e´lectrostatique sera tre`s faible aussi. La pression Pmicro due a` la
contribution des ions et se calculant avec l’e´quation (3.11), sera tre`s faible par rapport a` celle due aux interactions
entre colloı¨des.
96 CHAPITRE 3. CHOIX D’UN MODE`LE DE CALCUL DE LA PRESSION OSMOTIQUE D’UNE
DISPERSION COLLOI¨DALE
(A) I = 1.558mM , κa = 1, σ∗ = 2.52, ZlBa = 2.48 (B) I = 6.439mM , κa = 2, σ∗ = 1.25,
ZlB
a = 2.48
(C) I = 25.758mM , κa = 4, σ∗ = 0.62, ZlBa = 2.48 (D) I = 1mM , κa = 5.25, σ∗ = 1.389,
ZlB
a = 7.3
FIGURE 3.7: Illustration de la concentration en ions autour des particules charge´es en fonction de la distance
adimensionnelle κa. Ces simulations sont re´alise´es avec PB-BD a` φ = 0.16.
L’analyse qualitative qui vient d’eˆtre re´alise´e permet de conclure que le mode`le des cellules devrait donner des
re´sultats fiables lorsque la distance entre particules est infe´rieure a` une distance de l’ordre de grandeur de la
longueur de Debye. Cette condition se traduit par la relation :
a
(
φ−
1
3 − 1
)
< O
(
1
κ
)
(3.12)
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Partant de cette dernie`re relation, nous pouvons e´tablir le crite`re ge´ne´ral de validite´ du mode`le des cellules suivant :
κa
(
φ−
1
3 − 1
)
< O (1) (3.13)
Ne´anmoins, ce crite`re reste seulement intuitif. Si nous souhaitons l’e´tablir de fac¸on quantitative, il faudra
de´terminer la valeur de la constante. Nous voyons que cette relation est une fonction de deux parame`tres sans
dimension κa et φ. D’apre`s le the´ore`me de Vaschy-Buckingham, le calcul de la pression osmotique de la
dispersion colloı¨dale de´pend aussi de la charge. Nous allons maintenant calculer l’erreur associe´e a` l’utilisation
du mode`le des cellules et nous montrerons que cette erreur de´pend seulement de deux parame`tres sans dimension
κa
(
φ−
1
3 − 1
)
et ZlBa .
2.4 CALCUL DE L’ERREUR ”COMMISE” PAR LE MODE`LE DES CELLULES
Le mode`le des cellule ne commet pas d’erreur a` proprement parler, mais son utilisateur peut en commettre une en
assimilant la pression qu’il produit a` la pression osmotique totale. C’est cette dernie`re erreur que nous appellerons
”erreur du mode`le des cellules” par souci de concision.
L’erreur commise par le mode`le des cellules sera de´duite en comparant les valeurs de la pression osmotique
obtenues par le mode`le des cellules a` celles obtenues par des mode`les de re´fe´rence. Cette valeur sera e´tudie´e pour
diffe´rentes valeurs de κa(φ−1/3 − 1) et ZlBa . Le choix de ne pas dissocier φ et κa sera explique´ par la suite dans
l’interpre´tation les re´sultats nume´riques.
Dans la litte´rature, diffe´rents travaux ont e´te´ re´alise´s dans le but de de´terminer les limites du mode`le des cellules.
Nous utiliserons les valeurs de la pression osmotique tire´es des travaux de Dobnikar et al.[6]. Cette dernie`re y
est calcule´e a` partir de la compressibilite´ isotherme χ, elle meˆme obtenue a` partir de la solution de l’e´quation de
Ornstein-Zernike (OZ) (graˆce a` la fonction de distribution radiale g(r) obtenue, le facteur de structure S(q) est
calcule´ aux grandes longueurs d’onde). Avec la formule de Kirkwood-Buff de´taille´e dans les chapitres pre´ce´dents,
il est alors possible de calculer la pression osmotique. Elle sera note´e ΠROCM en ce qui concerne les travaux de
Dobnikar. Les syste`mes simule´s dans les travaux de Dobnikar et al. sont compose´s de particules de rayon e´gal
a` 73.1nm et de charge sans dimension tre`s e´leve´e puisque ZlBa est supe´rieure a` 1000 (re´gime de saturation de
charge).
Dans les travaux de Denton [5], la pression osmotique est obtenue en utilisant une me´thode de perturbation base´e
sur le de´veloppement de l’e´nergie libre autour d’une configuration de sphe`res dures, impliquant un potentiel de
paire effectif. Cette pression calcule´e en se basant sur la the´orie de Poisson-Boltzmann line´arise´e (LPB) et sur les
interactions effectives (EI) sera note´e ΠLPB-EI. Les simulations re´alise´s par Denton sont faites avec des syste`mes
compose´s de particules sphe´riques de rayon e´gal a` 50nm et de charge sans dimension ZlBa e´gale a` 7.3.
Ces deux mode`les sont construits en se basant sur une the´orie de la renormalisation de la charge des particules.
Cette technique consiste a` re´soudre un proble`me line´aire en utilisant des parame`tres renormalise´s ou effectifs
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(
κeffa, φ,
ZefflB
a
)
. La pression calcule´e avec les mode`les renormalise´s est cense´e eˆtre la meˆme que celle d’un
proble`me re´solu avec des parame`tres re´els
(
κa, φ, ZlBa
)
. Pour plus d’informations concernant la the´orie de la
renormalisation de la charge, elle est de´taille´e a` l’annexe 1. C’est pourquoi pour calculer l’erreur associe´e a` l’ap-
proximation de la cellule sphe´rique, il est important de connaıˆtre la fac¸on dont le mode`le de re´fe´rence a e´te´ construit
et les hypothe`ses faites sur la physique du proble`me. Si nous comparons la pression calcule´e a` partir d’un mode`le
renormalise´ (ROCM) a` celle du mode`le des cellules (CM), il y aura deux sources d’erreur. L’une sera due a` la
proce´dure de renormalisation de la charge et l’autre a` l’approximation de la cellule sphe´rique comme le montre la
figure (3.8).
Pour des raisons nume´riques, si l’on veut utiliser des calculs base´s sur des forces de Debye-Hu¨ckel renormalise´es
comme re´fe´rence, il sera pre´fe´rable de calculer l’erreur commise par le mode`le des cellules en utilisant des pa-
rame`tres effectifs aussi bien dans les mode`les re´normalise´s que dans le mode`le des cellules. C’est ce que montre
la figure (3.9) ou` lorsque les re´sultats du mode`le des cellules Line´arise´ et Renormalise´ (RLCM) sont confronte´s
a` ceux de ROCM, il n’y a qu’une seule source d’erreur. Celle-ci sera l’approximation de la cellule sphe´rique.
L’erreur se calculera comme :
E
′
= ΠROCM −ΠRLCMΠROCM (3.14)
avec ΠRLCM la pression calcule´e avec le mode`le des cellules Line´aire et Renormalise´.
En choisissant PB-BD comme re´fe´rence, nous avons un avantage conside´rable par rapport aux mode`les renorma-
lise´s puisque ce code de dynamique brownienne (PB-BD) re´sout nume´riquement l’e´quation de Poisson-Boltzmann
non-line´aire. L’erreur E sera uniquement associe´e a` l’approximation de la cellule sphe´rique ou` les interactions
colloı¨de-colloı¨de sont ne´glige´es et elle ne pourra pas eˆtre explique´e par la proce´dure de renormalisation de la
charge colloı¨dale, comme le montre la figure (3.8).
Nous de´finissons alors dans ce cas l’erreur commise par le mode`le des cellules de la manie`re suivante :
E = ΠPB-BD −ΠCMΠPB-BD (3.15)
avec ΠPB-BD la partie non-ide´ale de la pression osmotique calcule´e avec PB-BD qui englobe ΠOCM et Πmicro. ΠCM
est la pression calcule´e avec le mode`le des cellules et qui estime seulement Πmicro.
Deux syste`mes colloı¨daux seront conside´re´s pour les simulations PB-BD. Le premier syste`me colloı¨dal contient
des sphe`res de rayon e´gal a` 7.5nm et une charge sans dimension ZlBa qui vaut 2.48 ; le deuxie`me est compose´ de
particules de meˆme rayon que dans les travaux de Denton, c’est-a`-dire 50nm et de meˆme charge sans dimension
ZlB
a e´gale a` 7.3. Maintenant que nous pouvons calculer l’erreur associe´e a` l’utilisation du mode`le des cellules,
nous allons la repre´senter comme une fonction de deux parame`tres sans dimension. Lorsque l’erreur estE les deux
parame`tres sont κa
(
φ−
1
3 − 1
)
et ZlBa . Si l’erreur est E
′
, les parame`tres sans dimension sont κeffa
(
φ−
1
3 − 1
)
et
ZefflB
a .
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FIGURE 3.8: Erreur associe´e au mode`le des cellules (CM) selon le mode`le de re´fe´rence.
100 CHAPITRE 3. CHOIX D’UN MODE`LE DE CALCUL DE LA PRESSION OSMOTIQUE D’UNE
DISPERSION COLLOI¨DALE
FIGURE 3.9: Erreur commise par le mode`le des cellules Line´arise´ et Renormalise´ (RLCM) en choisissant un
mode`le renormalise´ (ROCM). Dans cette configuration, l’erreur est associe´e a` l’approximation de la cellule
sphe´rique.
2.4.1 RE´SULTATS NUME´RIQUES
Sur la figure (3.10) est pre´sente´e l’erreur E ou E
′
en fonction de la distance moyenne entre particules res-
pective κa
(
φ−
1
3 − 1
)
ou κeffa
(
φ−
1
3 − 1
)
. Nous constatons que l’erreur commise par le mode`le des cellules
a la meˆme forme pour toutes les valeurs de la charge sans dimension. Lorsque la distance inter-particulaire
κa
(
φ−
1
3 − 1
)
< 1, l’erreur est tre`s faible. Lorsque κa
(
φ−
1
3 − 1
)
> 5, elle devient tre`s importante. Ces deux
constatations confirment que le crite`re intuitif κa
(
φ−
1
3 − 1
)
< O (1) de la de´termination du domaine de validite´
du mode`le des cellules est qualitativement correct. Cependant sur la figure (3.10), si nous regardons plus dans le
de´tail les faibles valeurs de κa
(
φ−
1
3 − 1
)
, nous observons que l’erreur augmente le´ge`rement meˆme si celle-ci
reste encore faible. Ce phe´nome`ne s’observe aussi bien lorsqu’on utilise l’approche PB-BD qu’avec les mode`les
renormalise´s. Comme le phe´nome`ne se re´pe`te, nous ne pouvons donc pas l’expliquer par une erreur nume´rique.
2 Estimation quantitative de la pre´cision du mode`le des cellules pour des suspensions
colloı¨dales charge´es en ions
2.4 Calcul de l’erreur ”commise” par le mode`le des cellules
101
0 1 2 3 4 5 6 7 8
κa(φ−1/3 − 1) or κeffa(φ−1/3 − 1)
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
E
o
r
E
′
FIGURE 3.10: Erreur relative sur le calcul de la pression osmotique due a` l’approximation du . Les symboles et
courbes en noir repre´sentent l’erreur E en fonction de κa
(
φ−
1
3 − 1
)
commise par le CM par rapport a` PB-BD.
Les lignes continues correspondent a` ZlBa = 2.5 ( n : κa = 4 ; 5 : κa = 2 ; l : κa = 2 et PB line´arise´ ; s :
κa = 1 ) et les pointille´s a` ZlBa = 7.3 ( J : κa = 5.2 ; I : κa = 2.5). Les symboles ouverts repre´sentent l’erreur
E
′
en fonction de κeffa
(
φ−
1
3 − 1
)
commise par le RLCM par rapport a` LPB-EI dont les re´sultats sont tire´s des
travaux de Denton [5] ( m : κa = 1.6, 2.3, 3.3, 5.2). Les symboles en gris repre´sentent l’erreur E′ en fonction de
κeffa
(
φ−
1
3 − 1
)
commise par le RLCM par rapport a` ROCM dont les re´sultats sont tire´s de Dobnikar et al. [6]
(n : κa = 1.5 ;t : κa = 0.5)
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FIGURE 3.11: Potentiel e´lectrostatique dans une cellule sphe´rique (gauche) ou cubique (droite)
L’un des objectifs de ce chapitre e´tait de savoir quand la pression osmotique d’une dispersion colloı¨dale peut eˆtre
remplace´e par la seule contribution des ions. Les informations que nous allons trouver permettront de connaitre
le domaine de validite´ du mode`le des cellules. L’influence de la ge´ome´trie de la cellule de Wigner-Seitz n’e´tait
pas e´tudie´e. Or, la forme sphe´rique du mode`le des cellules permet d’atteindre des fractions volumiques au dela` du
close-packing puisque la partie solide (colloı¨de) peut the´oriquement recouvrir toute la cellule, c’est-a`-dire que les
fractions volumiques peuvent atteindre φ = 1. Nous savons aussi qu’a` partir de valeurs de φ proches de 0.6, la dis-
persion change radicalement d’e´tat. Dans ces conditions, le potentiel e´lectrostatique n’est plus calcule´ correctement
par le mode`le des cellules. Cela se confirme sur la figure (3.11) ou` le potentiel e´lectrostatique calcule´ par le mode`le
des cellules de ge´ome´trie sphe´rique est diffe´rent de celui calcule´ dans une cellule cubique. Les quelques re´sultats
pre´liminaires de simulation que nous avons re´alise´s montrent que le mode`le des cellules sphe´rique sous-estime la
pression osmotique dans ces conditions. Si ces premiers re´sultats permettent de donner une explication a` la le´ge`re
remonte´e de l’erreur a` forte fraction volumique (bas κa(φ−1/3 − 1)), ce phe´nome`ne demandera ne´anmoins une
e´tude beaucoup plus approfondie.
Nous observons aussi sur la figure (3.10) qu’a` charge colloı¨dale donne´e, la courbe de l’erreur commise par le
mode`le des cellules est identique quel que soit le mode`le de re´fe´rence choisi. Lorsque ZlBa > 1000, les re´sultats
sont repre´sente´s par les symboles gris sur la figure (3.10). L’erreur est calcule´e en comparant la pression osmotique
de RLCM et celle issue du mode`le renormalise´ de´veloppe´ dans les travaux de Dobnikar et al. [6]. Pour ZlBa = 2.48,
les re´sultats sont repre´sente´s par les symboles noirs sur la figure (3.10). L’erreur commise par CM par rapport a`
PB-BD est la meˆme que celle commise par LCM par rapport a` LPB-BD. A ZlBa = 7.3, les re´sultats sont repre´sente´s
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par les symboles ouverts. L’erreur du CM par rapport a` PB-BD est identique a` celle commise par RLCM compare´e
a` LPB-EI dont la pression est tire´e des travaux de Denton [5]. Avec ces observations, nous savons donc que l’e´cart
entre les courbes n’est pas duˆ a` un proble`me de la mode´lisation de la dispersion colloı¨dale. Nous pouvons conclure
que le passage d’une courbe a` une autre s’explique par l’augmentation de la charge ZlBa .
A ZlBa fixe, nous constatons que l’erreur reste la meˆme bien que les valeurs de κa et φ varient inde´pendamment.
Cette observation permet de montrer que l’erreur commise par le mode`le des cellules ne de´pend pas des trois
parame`tres sans dimensions (κa, φ et ZlBa ) comme trouve´ a priori en utilisant le the´ore`me de Vaschy-Buckingham
mais seulement des deux parame`tres sans dimensions κa
(
φ−
1
3 − 1
)
et ZlBa .
Meˆme s’il est tentant de remplacer toutes les courbes par une seule courbe moyenne, c’est en re´alite´ a` e´viter car
nous observons que l’erreur change fortement en fonction de la valeur de la charge ZlBa . La constante permettant
d’e´tablir le crite`re de validite´ du mode`le des cellules de´pendra donc de la charge colloı¨dale dans une gamme de
κa
(
φ−
1
3 − 1
)
comprise entre 1.5 et 4.5. Voyons comment cette constante peut eˆtre de´termine´e.
Dans le cas ou` la charge est faible, c’est-a`-dire lorsque l’approximation de Debye-Hu¨ckel est valide, la pression
osmotique dans le mode`le des cellules est proportionnelle a` Z2, donc Pmicro ∼ Z2. La pression due aux interactions
colloı¨de-colloı¨de POCM se calcule a` partir des positions ri des colloı¨des et des forces de paire Fi comme le montre
l’e´quation suivante :
POCM =
1
3V
〈
Nc∑
i=1
ri.Fi
〉
= 13V
〈
Nc∑
i=1
ri. (−∇iU)
〉
(3.16)
Ces forces s’obtiennent graˆce au potentiel de paire valide dans l’approximation de Debye-Hu¨ckel et qui s’e´crit :
U (r) = Z
2lB
β
(
exp (κa)
1 + κa
)2 exp (−κr)
r
(3.17)
D’apre`s son expression analytique donne´e ci-dessus, le potentiel de paire est proportionnel a`Z2 donc POCM ∼ Z2.
Ceci permet de voir que l’erreur commise par le mode`le des cellules E = POCM/Pmicro ne de´pend pas de la charge
dans le re´gime ou` les valeurs de ZlBa sont faibles.
Lorsque la charge colloı¨dale atteint le re´gime de saturation, la pression ne varie plus avec Z. A ces grandes valeurs
de ZlBa , la pression due a` la contribution des ions Pmicro est constante. Il en est de meˆme pour le terme provenant des
interactions entre colloı¨des POCM car la charge effective sature. Dans ce re´gime, l’erreur commise par le mode`le
des cellules ne de´pend donc plus non plus de la charge colloı¨dale.
Les courbes correspondant a` ces deux re´gimes sur la figure (3.10) (symboles noirs et gris) peuvent donc eˆtre
conside´re´s comme bornes si nous souhaitons connaıˆtre la ”constante” (qui de´pend en re´alite´ de la charge dans une
certaine mesure) intervenant dans le crite`re de validite´ du mode`le des cellules.
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FIGURE 3.12: cf figure (3.10). La droite horizontale correspond a` 20% d’erreur commise par le mode`le des cellules.
En supposant que 20% d’erreur commise par le mode`le des cellules est acceptable, la figure (3.12) montre que la
constante du crite`re de validite´ du mode`le des cellules varie entre 2 et 3 suivant la charge de surface. En pratique,
le crite`re κa
(
φ−
1
3 − 1
)
< 2−3 est seulement qualitatif contrairement a` la figure (3.12) qui montre l’e´volution de
l’erreur en fonction des deux parame`tres sans dimension κa
(
φ−
1
3 − 1
)
et ZlBa . En effet, a` proprie´te´s physiques
fixe´es, la charge colloı¨dale a une grande influence dans le calcul de la pression osmotique par le mode`le des
cellules. Par exemple, en fixant κa
(
φ−
1
3 − 1
)
, nous remarquons que l’erreur augmente lorsque ZlBa diminue.
Nous remarquons sur la figure (3.13) que le passage des petites aux grandes erreurs est tre`s abrupt. Par exemple en
fixant κa
(
φ−
1
3 − 1
)
a` 3, pour une valeur de ZlBa de 2.48, l’erreur commise par le mode`le des cellules est d’environ
75%. Si ZlBa est e´gale a` 7.3, l’erreur est d’environ 40% et cette meˆme erreur diminue encore plus lorsque
ZlB
a a
atteint le re´gime de saturation puisque l’erreur ne sera que de 10%.
2 Estimation quantitative de la pre´cision du mode`le des cellules pour des suspensions
colloı¨dales charge´es en ions
2.4 Calcul de l’erreur ”commise” par le mode`le des cellules
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FIGURE 3.13: cf figure (3.10). La droite verticale correspond a` κa
(
φ−
1
3 − 1
)
= 3.
Pendant les expe´riences de compression osmotique, il faut donc eˆtre vigilant a` la variation de la charge. En effet,
la charge colloı¨dale est de´termine´e par le pH ou la composition chimique de la dispersion colloı¨dale. Une variation
du pH (par l’acidification de la dispersion colloı¨dale en contact avec le CO2 par exemple) lors de ce proce´de´ de
de´termination de la pression osmotique d’une dispersion colloı¨dale, peut avoir des conse´quences importantes dans
la confrontation des re´sultats expe´rimentaux obtenus avec les re´sultats de simulation nume´rique. Le tableau (3.3)
donne quelques ordres de grandeurs de la pression osmotique calcule´e avec le mode`le des cellules par rapport a`
une valeur extrapole´e a` partir de l’erreur du mode`le des cellules repre´sente´e sur la courbe (3.13).
σ(e/nm2) ΠCM (Pa) ΠextNI (Pa)
0.0366 24 96
0.1 141 235
10 762 846
TABLE 3.3: Partie non-ide´ale de la pression osmotique calcule´e avec le mode`le des cellules ΠCM et extrapole´e a`
partir de l’erreur commise par le mode`le des cellules ΠextNI a` diffe´rentes valeurs de la densite´ de charge de surface
σ. La fraction volumique du syste`me colloı¨dal est φ = 0.06, la force ionique I = 6mM et le rayon des particules
a = 7.5nm.
106 CHAPITRE 3. CHOIX D’UN MODE`LE DE CALCUL DE LA PRESSION OSMOTIQUE D’UNE
DISPERSION COLLOI¨DALE
Les valeurs sont obtenues en faisant varier la densite´ de charge de surface de manie`re arbitraire entre les re´gimes
de faible charge et de saturation de charge effective. ΠextNI est extrapole´ a` partir de la pression du mode`le des
cellules et de l’erreur commise par l’approximation de la cellule sphe´rique repre´sente´e sur la figure (3.13). Dans
le cas ou` la densite´ de charge de surface est e´gale a` σ = 0.0366e/nm2 il y a un facteur 4 entre la pression donne´e
par le mode`le des cellule et la pression extrapole´e. Cette erreur diminue si les particules sont plus charge´es puisque
qu’a` σ = 0.1e/nm2, elle est d’environ 40%. Et si la charge des particules est situe´e dans le re´gime de saturation,
l’erreur commise par le Cell Model est seulement de 10%.
3 CONCLUSION
Ce chapitre a fait l’objet de deux principales e´tudes :
La premie`re consistait a` chercher un domaine de validite´ de l’hypothe`se de line´arisation de l’e´quation de Poisson-
Boltzmann. En partant du potentiel de surface d’une sphe`re isole´e et de la solution du mode`le des cellule line´arise´,
nous avons utilise´ une expression du potentiel de surface ψ∗s permettant de de´terminer si l’e´quation de Poisson-
Boltzmann peut eˆtre line´arise´e pour des parame`tres physico-chimiques donne´s. Le potentiel de surface critique
en dessous duquel il est possible de line´ariser l’e´quation de PB de´pend de la densite´ de charge de surface sans
dimension σ∗, de la fraction volumique φ et du rayon sans dimension κa. Lorsqu’on travaille a` fraction volumique
constante, la line´arisation de l’e´quation de Poisson-Boltzmann est possible lorsque la densite´ de charge de surface
sans dimension σ∗ est infe´rieure a` une valeur critique qui correspond a` ψ∗s = 1. Lorsqu’on travaille a` densite´ de
charge de surface sans dimension fixe, la line´arisation de l’e´quation de Poisson-Boltzmann est possible lorsque
la fraction volumique φ est infe´rieure a` une valeur critique qui correspond e´galement a` ψ∗s = 1. Pour de´terminer
ces valeurs critiques, nous avons propose´ une me´thode qui consiste a` faire varier progressivement le parame`tre
en question depuis des valeurs ou` il est e´vident que la line´arisation est possible. En suivant cette me´thode, la
relation analytique entre potentiel et charge de surface obtenue dans le mode`le des cellule et valide pour de faibles
potentiels est utilise´e dans son domaine de validite´, et jusqu’a` la limite de ce domaine.
La deuxie`me e´tude quantifie l’erreur commise par le mode`le des cellule largement utilise´ et souvent confronte´
avec l’expe´rience. La me´thode ”Poisson-Boltzmann Brownian Dynamics”, plus complexe mais plus re´aliste, a
e´te´ conside´re´e comme re´fe´rence. L’erreur commise par le mode`le des cellules qui, au de´part, semblait de´pendre
de trois parame`tres sans dimensions κa, φ et ZlBa est en fait une fonction de deux parame`tres adimensionnels
κa
(
φ−
1
3 − 1
)
et ZlBa . Elle est calcule´e en comparant la pression osmotique issue des simulations PB-BD et celle
obtenue avec le mode`le des cellules. Elle peut e´galement se calculer en comparant les pressions osmotiques de
mode`les renormalise´s avec celles issues de mode`les des cellules renormalise´s. Lorsque κa
(
φ−
1
3 − 1
)
< 1, le
mode`le des cellules donne des re´sultats corrects et donc la pression osmotique peut eˆtre remplace´e par la contribu-
tion des ions. Lorsque κa
(
φ−
1
3 − 1
)
> 5, les re´sultats qu’il fournit sont faux. Ces conclusions sont valides quelle
que soit la valeur de la charge colloı¨dale. Nous avons donc confirme´ le crite`re intuitif de la validite´ du mode`le des
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cellules aux faibles valeurs de κa(φ− 13 −1). Les re´sultats montrent que lorsque κa
(
φ−
1
3 − 1
)
est compris entre 1
et 5, la charge colloı¨dale peut avoir un effet important sur l’erreur commise par le mode`le des cellule. L’utilisation
de ce dernier dans le cadre d’une comparaison avec des re´sultats expe´rimentaux (par exemple de compression
osmotique) doit donc se faire en connaissance de cause, a` la lumie`re des re´sultats pre´sente´s sur la figure (3.10).
Meˆme si ce travail a permis de de´terminer les conditions dans lesquelles la pression osmotique est bien approche´e
par la contribution des ions, il n’est pas garanti que le mode`le des cellules estime parfaitement cette contribution,
meˆme lorsque κa(φ− 13 − 1) est faible. En effet, la ge´ome´trie de la cellule peut avoir un effet sur la pression
osmotique dans ces conditions. Cette question se poserait notamment aux grandes valeurs de la fraction volumique.
C’est cependant aussi un re´gime dans lequel interviendraient d’autres phe´nome`nes comme les forces d’hydratation
et d’interactions spe´cifiques (forces dispersives...). L’erreur associe´e a` l’utilisation du mode`le des cellules ne serait
probablement pas la seule erreur dans une mode´lisation globale de la dispersion.
Le travail sur le domaine de validite´ du mode`le des cellule pre´sente´ dans ce chapitre a fait l’objet d’une publication
dans Langmuir [43] au cours de cette the`se.


4
E´QUATIONS D’E´TAT DE SYSTE`MES
COLLOI¨DAUX POLY-DISPERSES AVEC
INTERACTIONS A` LONGUE PORTE´E
1 INTRODUCTION
Dans le pre´ce´dent chapitre, nous avons conside´re´ des syste`mes mono-disperses. Cependant, dans l’industrie les
suspensions synthe´tise´es ou naturelles sont tre`s rarement mono-disperses. Elles peuvent eˆtre poly-disperses et/ou
non-homoge`nes. Dans la litte´rature, quelques travaux prenant en compte la dissyme´trie entre les diffe´rentes tailles
de particules charge´es sont disponibles [4, 44, 45].
Par exemple en comparant l’e´quation d’e´tat Π (φ) de deux syste`mes mono-disperses compose´s de particules de
tailles diffe´rentes, il est possible de montrer la diffe´rence existant entre les pressions osmotiques des syste`mes poly-
disperses et mono-disperses. Sur la figure (4.1), la pression osmotique est repre´sente´e en fonction de la fraction
volumique de deux syste`mes colloı¨daux mono-disperses. Les re´sultats sont obtenus en fixant la densite´ de charge
de surface sans dimension et la longueur de Debye. La pression osmotique d’un syste`me bi-disperse compose´ de
ces deux tailles de particules est comprise entre les deux courbes. La pression osmotique peut donc varier tre`s vite
d’un syste`me mono-disperse a` un syste`me poly-disperse. En guise d’exemple a` φ = 0.10, la pression osmotique
passe de 900Pa a` 3600Pa. A φ = 0.22, elle varie entre 4600Pa a` 12700Pa. C’est pourquoi, nous allons tester
l’influence de la poly-dispersite´ sur l’e´quation d’e´tat.
Pour cela, dans la premie`re section, nous e´valuerons le mode`le des cellules permettant d’estimer la pression

112 CHAPITRE 4. E´QUATIONS D’E´TAT DE SYSTE`MES COLLOI¨DAUX POLY-DISPERSES AVEC
INTERACTIONS A` LONGUE PORTE´E
FIGURE 4.1: Pression osmotique Π en fonction de la fraction volumique φ de deux syste`mes colloı¨daux mono-
disperses (κa = 0.5 pour les symboles carre´s et κa = 1 pour les cercles) avec σ∗ = 5.05.
osmotique dans un syste`me poly-disperse et propose´ en 2008 par Torres et al. [30]. Celui-ci est de´ja` pre´sente´ dans
les chapitres (1) et (2). D’un point de vue nume´rique, ce mode`le est moins pratique d’utilisation que le mode`le
des cellule mono-disperse (CM). En effet, le principe du mode`le des cellules Bi-disperse (CMB) est de rechercher
les deux e´paisseurs permettant de conserver la fraction volumique et d’avoir la meˆme pression osmotique dans les
deux types de cellules, graˆce a` un algorithme d’optimisation. Nous avons remarque´ que la me´thode ne converge
pas facilement. Le mode`le poly-disperse reste donc plus couˆteux que le mode`le mono-disperse car il demande de
nombreuses re´solutions de ce dernier, de manie`re a` trouver les bonnes valeurs des deux e´paisseurs de la couche de
solvant dans les cellules de Wigner-Seitz (WS) respectives.
Dans un souci d’utilisation pratique, nous nous demandons s’il est possible de de´finir un rayon e´quivalent qui
permettrait de bien estimer la pression osmotique d’une dispersion bi-disperse avec le CM mono-disperse. Dans
la deuxie`me section, diffe´rents mode`les de rayon e´quivalent sont propose´s et nous testerons leur robustesse par
rapport a` la variation du rapport de nombre de colloı¨des de chaque taille, d’une part, et d’autre part, par rapport a`
la variation du rapport des deux tailles de colloı¨des. Le CMB sera choisi comme mode`le de re´fe´rence.
Dans la dernie`re section, nous de´terminerons le domaine de validite´ du mode`le de rayon e´quivalent le plus pre´cis
en faisant varier des parame`tres sans dimension que nous e´voquerons par la suite.
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2 E´VALUATION DU MODE`LE DES CELLULES BI-DISPERSE
Soit un syste`me bi-disperse compose´ de ns particules de rayon as (le symbole s fait allusion a` small) et de nl
particules de rayon al (le symbole l fait allusion a` large). Pour que le mode`le des cellules bi-disperse donne des
re´sultats valides, il faut eˆtre dans les conditions ou` les interactions a` longue porte´e sont dominantes. Intuitivement,
le CMB devrait donc donner des re´sultats corrects lorsque la distance se´parant les deux surfaces des particules est
infe´rieure a` deux fois la longueur de Debye κ−1, a` une constante multiplicative pre`s. Soient Ls et Ll les e´paisseurs
respectives de la couche de solvant dans les deux cellules. Ce crite`re se traduit par la relation suivante :
Ls + Ll < O
(
2κ−1
)
(4.1)
De´terminer de fac¸on quantitative le crite`re ci-dessus correspond a` calculer Ls et Ll. Nous savons que si nous
voulons garder la bonne fraction volumique dans le syste`me poly-disperse, il faut
nsa
3
s + nla3l
ns (as + Ls)3 + nl (al + Ll)3
= φ (4.2)
Cela donne une premie`re relation entre Ls et Ll. Il faut une deuxie`me relation pour pouvoir fixer les deux
e´paisseurs de la couche de solvant dans chaque cellule. Cette deuxie`me relation s’obtient en fixant le potentiel
e´lectrostatique ψ∗ a` la frontie`re des deux cellules de WS :
ψ∗ (as + Ls) = ψ∗ (al + Ll) (4.3)
Cette dernie`re relation est connue seulement apre`s la re´solution nume´rique du mode`le des cellules Bi-disperse. Il
est donc impossible d’e´crire le crite`re de validite´ du CMB avant d’avoir calcule´ le re´sultat. La ve´rification de la
validite´ du CMB est par contre possible a` posteriori. Dans le cas du mode`le des cellules line´aire, la question de
savoir si le crite`re peut eˆtre e´tabli puisqu’une solution analytique du potentiel e´lectrostatique est connue, peut se
poser. L’application de la contrainte sur le potentiel a` la frontie`re des cellules conduit a` une e´quation non-line´aire,
comme l’e´quation (4.2). Il faut donc re´soudre nume´riquement les deux e´quations non-line´aires pour obtenir Ls et
Ll.
Le crite`re de validite´ (4.1) pour un syste`me bi-disperse n’est qu’intuitif et impossible a` e´tablir analytiquement.
D’ailleurs, dans ce chapitre, nous ne cherchons pas a` l’e´tablir de fac¸on quantitative. Nous souhaitons simplement
pouvoir utiliser le CMB de fac¸on fiable. C’est pourquoi un crite`re plus restrictif sera utilise´. Celui-ci consiste a`
travailler dans les conditions ou` les deux Cells Models mono-disperses sont valides se´pare´ment. Dans le chapitre
(3), le domaine de validite´ du mode`le des cellules pour des syste`mes mono-disperses a e´te´ de´termine´. Apre`s
avoir quantifie´ l’erreur associe´e a` l’approximation de la cellule sphe´rique, nous avons montre´ que la validite´ du
mode`le des cellules mono-disperse de´pend de deux parame`tres adimensionnels : κa
(
φ−
1
3 − 1
)
et la charge sans
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dimension. Cette erreur a e´te´ calcule´e et permet de connaitre le domaine de validite´ du mode`le des cellules.
Par exemple, pour une densite´ de charge de surface sans dimension σ∗ fixe´e a` 5.05, afin que les doubles couches
se  chevauchent , il faut une longueur de Debye κ−1 supe´rieure a` al
(
φ−
1
3 − 1
)
. En choisissant κ−1 e´gal au
rayon de la plus grosse particule, 15nm dans cette illustration, la figure (3.10) du chapitre (3) impose le choix de
κa
(
φ−
1
3 − 1
)
e´gal a` 1.5 si nous voulons respecter le seuil de tole´rance de 10% d’erreur, cela correspond a` une
fraction volumique φ de 0.064. Donc, si φ > 0.064, l’erreur due a` l’approximation de la cellule sphe´rique sera
infe´rieure a` 10%. Tant que la fraction volumique varie entre 0.08 et 0.22, les re´sultats du mode`le des cellules bi-
disperse seront toujours corrects, c’est pourquoi nous travaillerons dans cette gamme de fraction volumique dans
ce chapitre.
Dans ce nouveau mode`le, en plus des nombres sans dimensions κa, φ et σ∗, deux autres nombres sans dimensions
sont a` prendre en compte dans le proble`me physique a` re´soudre. Il s’agit du rapport de nombreN = nlns et de celui
de taille R = alas . Les deux nouveaux nombres donnent les caracte´ristiques des diffe´rents syste`mes bi-disperses.
Leur influence sur le calcul de la pression osmotique d’un syste`me bi-disperse est illustre´e sur la figure (4.2).
(A) (B)
FIGURE 4.2: Pression osmotique en fonction de la fraction volumique de syste`mes colloı¨daux bi-disperses pour
σ∗ = 5.05 et κal = 1. En (A) N vaut 0.2 et en (B)R est e´gal a` 2.
Sur la figure (4.2)(A), le rapport de nombre est fixe´ a` N = 0.2 et κal vaut 1. Seul le rapport de taille change.
3 Mode`les de rayon e´quivalent pour des syste`mes poly-disperses
3.1 Pre´sentation des trois mode`les de rayon e´quivalent
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Nous remarquons qu’a` fraction volumique impose´e, la pression osmotique peut fortement varier selon la valeur de
R. Sur la figure (4.2)(B), le rapport de taille est fixe´ a` R = 2 et le rapport de nombre varie. κal est fixe´ a` 1. Nous
remarquons qu’a` fraction volumique impose´e, la pression osmotique varie avec N .
Le CMB a l’avantage de donner des re´sultats de la pression osmotique de fac¸on pre´cise. Cependant, comme la
convergence de sa me´thode nume´rique peut eˆtre difficile, un mode`le de rayon e´quivalent calculant pre´cise´ment
la pression osmotique d’un syste`me bi-disperse a` l’aide d’un simple CM mono-disperse sera propose´. Il est plus
simple d’utilisation, et ne demande pas d’intervention de l’utilisateur. Il est donc aussi plus robuste pour une
utilisation ”automatise´e”.
3 MODE`LES DE RAYON E´QUIVALENT POUR DES SYSTE`MES
POLY-DISPERSES
Dans cette partie, la conse´quence des diffe´rentes hypothe`ses de construction des mode`les de calcul de la pression
osmotique d’une dispersion colloı¨dale poly-disperse sera e´tudie´e. Pour cela, les re´sultats de la pression osmotique
obtenue par le mode`le des cellules bi-disperse seront compare´s a` ceux obtenus avec le mode`le des cellules mono-
disperse en utilisant un rayon e´quivalent. Dans les mode`les e´quivalents qui seront pre´sente´s, la fraction volumique
sera toujours conserve´e. Dans le premier cas, le rayon sera calcule´ en faisant simplement une moyenne des rayons
de toutes les particules. Le choix de cette hypothe`se illustrera l’effet de cette manie`re naı¨ve de calculer un rayon
e´quivalent pour estimer la pression osmotique d’une dispersion poly-disperse. Dans le deuxie`me cas, comme la loi
de Van’t Hoff se ve´rifie dans des syste`mes infiniment dilue´s, nous conserverons le nombre total de particules afin
d’eˆtre cohe´rent avec cette e´quation d’e´tat. Le dernier mode`le de rayon e´quivalent est obtenu en supposant qu’en
plus de la fraction volumique qui se conserve, la charge totale de l’ensemble des particules est identique en passant
d’un syste`me poly-disperse a` un syste`me mono-disperse e´quivalent. En effet, nous savons que pour que le mode`le
des cellules fonctionne, il faut avoir peu de sel car la pression osmotique est de´termine´e par la concentration en ions
a` la frontie`re de la cellule sphe´rique. Lorsque qu’il n’y a pas d’ajout de sel, ces ions correspondent aux contre-ions
et leur nombre total est e´gal au nombre de charge total des particules. C’est pourquoi dans ce dernier mode`le, nous
conservons la charge totale en supposant que la pression osmotique est fortement lie´e a` cette dernie`re.
3.1 PRE´SENTATION DES TROIS MODE`LES DE RAYON E´QUIVALENT
3.1.1 CONSERVATION DE LA FRACTION VOLUMIQUE ET MOYENNE DES RAYONS
La premie`re ide´e que nous sommes tente´s de de´velopper est de calculer le rayon e´quivalent en faisant la moyenne
des rayons des diffe´rents colloı¨des. Soient ns et nl particules charge´es formant un syste`me bi-disperse de rayons
respectifs as et al. Le meˆme syste`me bi-disperse est repre´sente´ ici par un syste`me mono-disperse e´quivalent com-
116 CHAPITRE 4. E´QUATIONS D’E´TAT DE SYSTE`MES COLLOI¨DAUX POLY-DISPERSES AVEC
INTERACTIONS A` LONGUE PORTE´E
pose´ de neq particules de rayon aeq . Dans ce mode`le, le rayon e´quivalent s’e´crit alors :
aeq =
nsas + nlal
ns + nl
(4.4)
Cette relation s’e´crit aussi :
aeq = as
1 +NR
1 +N (4.5)
Ce rayon e´quivalent sera note´ armoyen,φ dans les simulations que nous allons re´aliser par la suite. neq est de´termine´
en fixant la fraction volumique φ :
φ = neqVeq
V
= nsVs + nlVl
V
(4.6)
avec neq , le nombre de particules dans le syste`me mono-disperse e´quivalent, Veq , le volume qu’elles occupent, V
le volume total du syste`me.
Nous en de´duisons l’expression suivante :
neqa
3
eq = nsa3s + nla3l (4.7)
Le nombre de colloı¨des dans le syste`me e´quivalent est donc donne´ par l’expression analytique suivante :
neq = ns
(1 +N )3 (1 +NR3)
(1 +NR)3 (4.8)
3.1.2 CONSERVATION DE LA FRACTION VOLUMIQUE ET DU NOMBRE DE COLLOI¨DES
Nous savons que la loi de Van’t Hoff donne la pression osmotique dans le re´gime tre`s dilue´, c’est-a`-dire lorsque
les interactions sont inexistantes. Cette loi est respecte´e quelques soient les rayons des particules et c’est la raison
pour laquelle le deuxie`me mode`le de rayon e´quivalent sera construit en conservant le nombre total de colloı¨des.
Comme mentionne´ dans la partie pre´ce´dente, la conservation de la fraction volumique conduit a` :
neqa
3
eq = nsa3s + nla3l (4.9)
Le nombre de particules e´tant conserve´ dans ce mode`le :
neq = ns + nl (4.10)
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Nous souhaitons connaıˆtre l’expression du rayon e´quivalent en fonction de la re´partition en taille et en nombre
des particules du syste`me poly-disperse. Les relations (4.9) et (4.10) donnent :
a3eq =
nsa
3
s + nla3l
ns + nl
(4.11)
ou encore
aeq = as
(
1 +NR3
1 +N
) 1
3
(4.12)
Le rayon ainsi de´fini sera de´note´ aN,φ par la suite.
3.1.3 CONSERVATION DE LA FRACTION VOLUMIQUE ET DE LA CHARGE DES COLLOI¨DES
Comme nous le verrons avec les re´sultats de simulations nume´riques, dans le cadre de la de´finition d’un CM
mono-disperse avec un rayon e´quivalent, les calculs peuvent eˆtre effectue´s en dehors de la loi de Van’t Hoff. Pour
que le mode`le des cellules fonctionne, il faut peu de sel dans la suspension colloı¨dale. D’autre part, la pression
osmotique y est de´termine´e par la concentration en ions a` la frontie`re de la cellule sphe´rique de Wigner-Seitz.
En pre´sence de peu de sel ajoute´, ces ions sont les contre-ions des colloı¨des dont le nombre total est e´gal au
nombre de charges total de toutes les particules. Ceci motive le choix de conserver la charge des colloı¨des dans un
mode`le mono-disperse e´quivalent. Si le rayon e´quivalent est calcule´ en conservant le nombre de charges total d’un
syste`me poly-disperse a` un autre syste`me mono-disperse, le nombre de contre-ions dans les deux syste`mes sera
donc identique. Ce qui conduit a` :
neqZeq = nsZs + nlZl (4.13)
avec Zeq , la valence des particule du syste`me e´quivalent, Zs celle des petites particules du syste`me bi-disperse et
Zl la valence des grosses particules du meˆme syste`me bi-disperse. Or, l’expression analytique de la valence d’une
particule sphe´rique de rayon a et de densite´ de charge de surface σ est :
Z = 4pia
2σ
e
(4.14)
En supposant que la densite´ de charge de surface est identique pour toutes les particules, l’e´quation (4.13) devient :
neqa
2
eq = nsa2s + nla2l (4.15)
La conservation de la fraction volumique donne :
neqa
3
eq = nsa3s + nla3l (4.16)
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A partir des e´quations (4.15) et (4.16), le rayon e´quivalent aeq est :
aeq =
nsa
3
s + nla3l
nsa2s + nla2l
(4.17)
ou encore :
aeq = as
(
1 +NR3
1 +NR2
)
(4.18)
Ce rayon e´quivalent sera note´ aZ,φ par la suite. Dans ce mode`le l’expression de neq est :
neq = ns
(
1 +NR2)3
(1 +NR3)2 (4.19)
Ce dernier mode`le ne conserve pas le nombre de colloı¨des, contrairement au mode`le pre´ce´dent.
3.2 COMPARAISON DES RE´SULTATS DES DIFFE´RENTS MODE`LES DE RAYON E´QUIVALENT
AVEC CEUX DU MODE`LE DES CELLULES BI-DISPERSE
La pression osmotique calcule´e avec le mode`le des cellules bi-disperse sera compare´e a` celle estime´e par le mode`le
des cellules pour les diffe´rents rayons e´quivalents e´tablis pre´ce´demment. Le but de cette e´tude est de choisir le
mode`le le plus pre´cis parmi les trois propose´s. Les performances des mode`les seront e´value´es pour diffe´rentes
valeurs deR etN . Dans cette e´valuation, les valeurs de κal, φ et σ∗ seront choisies avec pre´caution pour respecter
le domaine de validite´ du CM.
3.2.1 ROBUSTESSE VIS-A`-VIS DES RAPPORTS DE TAILLE ET DE NOMBRE
Les re´sultats des figures (4.3) et (4.4) sont obtenus pour diffe´rents rapports de taille R. Le rapport de nombre N
est fixe´ a` 0.2, la densite´ de charge de surface sans dimension σ∗ est fixe´e a` 5.05, la longueur sans dimension κal
est e´gale a` 1 et la fraction volumique φ varie entre 0.08 et 0.22.
Nous pouvons observer sur la figure (4.3) que les pressions osmotiques donne´es par les deux syste`mes mono-
disperses de rayon al et as constituent les bornes des pressions du syste`me bi-disperse compose´ de ces deux
tailles. La pression du syste`me mono-disperse de rayon as = 5nm est la plus haute et celle donne´e par le syste`me
de rayon al = 15nm est la plus faible.
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FIGURE 4.3: Pression osmotique en fonction de la fraction volumique pour σ∗ = 5.05, κal = 1, R = 3 et
N = 0.2.
En comparant la pression osmotique du CMB a` celle des mode`les de rayon e´quivalent dans des conditions physico-
chimiques similaires, nous voyons sur la figure (4.4)(D) qu’a` R = 1.5, tous les mode`les, sans exception, donnent
des pressions osmotiques similaires a` celles du CMB. CommeR est faible, le syste`me bi-disperse peut eˆtre assimile´
a` un syste`me mono-disperse avec un rayon qui tend vers le rayon des plus grosses particules. Cependant, cette
meˆme pression dans les mode`les de rayons e´quivalents armoyen,φ et aN,φ, diverge de celle du CMB lorsque le
rapport de taille, est important comme le montrent les figures (4.4) et (4.5). L’erreur peut atteindre 600% lorsque
le rayon e´quivalent est calcule´ en faisant une moyenne sur l’ensemble des rayons des particules et en conservant
la fraction volumique. Dans le cas ou` le rayon e´quivalent est calcule´ en conservant la fraction volumique et le
nombre de colloı¨des, l’erreur peut de´passer 100% (figure (4.5)). Ce mode`le, calculant aN,φ, conserve le nombre
de colloı¨des dans le souci de ne pas eˆtre en contradiction avec la loi de Van’t Hoff. Cependant, le CMB donne
la partie de la pression osmotique due a` la contribution des ions. La contribution de Van’t Hoff est diffe´rente, et
n’est pertinente que dans le re´gime ou` il y a des interactions fortes et a` longue porte´e. Rechercher un syste`me
mono-disperse e´quivalent au syste`me bi-disperse, du point de vue de la conservation de la contribution des ions,
ne requiert donc pas la cohe´rence du syste`me e´quivalent avec le syste`me re´el dans la limite d’une suspension
infiniment dilue´e. D’autre part, si le CM est valide, alors ρckBT est probablement faible devant la contribution a`
la pression osmotique du CM. Il n’y a donc pas de raison d’assurer une cohe´rence entre le CM et la loi de Van’t
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(A) (B)
(C) (D)
FIGURE 4.4: Pression osmotique en fonction de la fraction volumique pour σ∗ = 5.05, κal = 1,
N = 0.2 et R variable. En (A), armoyen,φ=3.33nm, aN,φ = 8.25nm et aZ,φ=14.69nm. En (B) les pres-
sions sont calcule´es avec armoyen,φ=4.16nm, aN,φ=8.28nm et aZ,φ=13.93nm. En (C), elles sont obtenues avec
armoyen,φ=6.66nm, aN,φ=8.73nm et aZ,φ=11.42nm. Enfin en (D), les rayons des diffe´rents mode`les e´quivalents
sont armoyen,φ=10.83nm, aN,φ=11.17nm et aZ,φ=11.55nm.
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FIGURE 4.5: Erreur commise par les diffe´rents mode`les de rayon e´quivalent en fonction du logarithme du rapport
de nombre de tailleR a` φ = 0.22 et N = 0.2
Hoff. Il ne faut donc pas s’attendre a` ce que la pression osmotique calcule´e a` partir d’un syste`me e´quivalent mono-
disperse avec le meˆme nombre de colloı¨des que le syste`me bi-disperse et la meˆme fraction volumique soit identique
a` la celle du syste`me bi-disperse. Ce constat nous a amene´s a` de´finir le troisie`me mode`le aZ,φ ne conservant pas le
nombre de colloı¨des. Les re´sultats que donne ce dernier mode`le de rayon e´quivalent aZ,φ sont identiques a` ceux du
CMB dans la gamme de conditions des figures (4.4) et (4.5). Cette dernie`re illustre bien la pre´cision de ce mode`le
dans ces conditions, l’erreur commise par rapport au CMB ne de´passant pas 2%.
Dans la partie suivante, le rapport de nombre N sera modifie´ et les re´sultats du CMB seront compare´s a` ceux des
mode`les de rayon e´quivalent propose´s. Le rapport de tailleR est fixe´ a` 2, la densite´ de charge sans dimension reste
identique au cas pre´ce´dent, c’est-a`-dire 5.05, la longueur sans dimension κal vaut 1 et la fraction volumique φ
varie entre 0.08 et 0.22. Les e´quations d’e´tat obtenues dans ces conditions sont pre´sente´es sur la figure (4.6).
Le mode`le armoyen,φ a une erreur ne´gligeable aux tre`s petites et tre`s grandes valeurs de N , comme l’illustre la
figure (4.7). Lorsque N tend vers ze´ro, le nombre de particules nl dans le syste`me bi-disperse est ne´gligeable
par rapport au nombre de petites particules ns qui tend vers le nombre total de particules. Dans ces conditions, le
rayon e´quivalent peut eˆtre assimile´ a` celui des petites particules, c’est-a`-dire as. De meˆme, lorsque N est grand,
le nombre de grosses particules nl est quasiment le meˆme que celui de tout le syste`me. Donc armoyen,φ peut eˆtre
conside´re´ comme al. C’est pourquoi, dans la limite d’un syste`me presque mono-disperse, le mode`le de rayon
e´quivalent armoyen,φ fonctionne toujours, bien qu’il n’ait pas de justification physique.
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(A) (B)
(C) (D)
FIGURE 4.6: Pression osmotique en fonction de la fraction volumique pour σ∗ = 5.05, κal = 1,
R = 3 et N variable. En (A), a armoyen,φ=7.64nm, aN,φ=7.82nm, aZ,φ=8.05nm. En (B) les pres-
sions sont calcule´es avec armoyen,φ=8.75nm, aN,φ=9.70nm et aZ,φ=10.83nm. En (C), elles sont obtenues
avec armoyen,φ=10.31nm, aN,φ=11.52nm et aZ,φ=12.79nm. Enfin en (D), les rayons des diffe´rents mode`les
e´quivalents sont armoyen,φ=11.25nm, aN,φ=12.38nm et aZ,φ=13.5nm.
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La figure (4.7) montre que le mode`le de rayon e´quivalent aN,φ est pre´cis aux faibles et grandes valeurs deN . Aux
faibles valeurs de N , nl  ns donc il y a quasi-uniquement des petites particules. Lorsque ns  nl, cela revient
a` conside´rer le mode`le de rayon e´quivalent aN,φ comme mono-disperse et compose´ que de grosses particules.
Sur la figure (4.6), nous constatons que le mode`le de rayon e´quivalent aZ,φ est toujours en excellent accord avec
le CMB. Ce dernier mode`le de rayon e´quivalent est base´ sur l’ide´e de la densite´ en nombre de contre-ions a` la
frontie`re des cellules fortement lie´e au nombre de contre-ions dans le syste`me. La figure (4.7) illustre bien la
validite´ de cette ide´e puisque l’erreur commise par rapport au CMB est de l’ordre de quelques pourcents au plus.
Pour la large gamme de valeurs de N et R teste´es le mode`le aZ,φ semble tre`s bien se comporter. Nous allons
maintenant tester sa robustesse vis-a`-vis des variations de la densite´ de charge de surface sans dimensions σ∗ et de
la longueur sans dimension κal.
FIGURE 4.7: Erreur commise par les diffe´rents mode`les de rayon e´quivalent en fonction du logarithme du rapport
de nombre de particules N a` σ∗ = 5.05, κal = 1, φ = 0.22 etR = 2.
3.2.2 ROBUSTESSE DU MODE`LE aZ,φ
Dans le premier test, tous les parame`tres physico-chimiques sont fixe´s a` l’exception de la charge colloı¨dale. La
pression osmotique du CMB est compare´e a` celle du CM de rayon e´quivalent aZ,φ. Expe´rimentalement, cela
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consiste a` de´terminer la pression osmotique d’un syste`me colloı¨dal pour divers pH.
FIGURE 4.8: Pression osmotique en fonction de la fraction volumique a` diffe´rentes densite´s de charges de surface
sans dimension pourR = 2, N = 0.2 et κal = 1.
Nous observons que le mode`le de rayon e´quivalent donne des re´sultats corrects quelle que soit la valeur de la
densite´ de charge de surface pourR = 2. Ceci est illustre´ sur la figure (4.8) ou` la pression osmotique du CMB est
identique a` celle du CM avec aZ,φ pour toutes les valeurs de σ∗. L’erreur que commet ce mode`le ne de´passe pas 7%
pour ce rapport de taille comme le montre la figure (4.9)(A). Cependant, sur la figure (4.9)(B), nous remarquons
que pour un rapport de taille e´gal a` 5, l’erreur du mode`le e´quivalent atteint 20%. Lorsque la densite´ de charge de
surface est e´leve´e, il y a saturation de charge et le mode`le e´quivalent perd de sa pre´cision lorsqueR est grand. Pour
ces rapports de taille tre`s importants, le calcul de la re´partition des contre-ions dans le syste`me e´quivalent semble
incorrect. Meˆme si ces re´sultats sont satisfaisants aux faibles densite´s de charges de surface, il faut eˆtre vigilant
lorsque σ∗ et R sont grands. Ve´rifier l’e´volution de la charge effective Zeff avec la taille a, peut renseigner sur la
capacite´ a`  condenser  les contre-ions et donc a` mettre en de´faut l’hypothe`se que la pression osmotique est a`
lie´e Zρc. Si nous condensons une partie importante des contre-ions, la pression osmotique sera plutoˆt lie´e a` Zeffρc.
D’apre`s la litte´rature [46], dans une dispersion sans sel ajoute´, la charge effective a` saturation s’e´crit :
Zsateff ∼
a
lB
(
6 + 24φ+ 12
√
2φ+ 4φ2
)
(4.20)
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Cette relation conduit a` une augmentation de Zsateff comme a. De meˆme, d’apre`s l’e´quation ci-dessous, Z augmente
comme a2.
Z = 4pia
2σ
e
(4.21)
Comme la pression osmotique est plus facilement relie´e a` Zsateff qu’a` Z dans le re´gime de fortes charges, il est
possible que mode`le de rayon e´quivalent soit mis en de´faut lors du calcul des zones condense´es. Il serait inte´ressant
de poursuivre cette e´tude en e´tudiant la re´partition des contre-ions dans les zones condense´es autour de colloı¨des
dans un syste`me bi-disperse. Est-il possible qu’une classe de colloı¨des condense une partie des contre-ions issus
des colloı¨des de l’autre classe ? Est-ce que le phe´nome`ne de saturation se produit au meˆme moment pour les
deux classes de colloı¨des ? etc. Ces e´ventuelles inhomoge´ne´ite´s ou particularite´s du phe´nome`ne de condensation
par rapport a` un syste`me mono-disperse pourraient eˆtre la raison du manque de pre´cision du mode`le de rayon
e´quivalent a` forte charge et grande diffe´rence de taille.
Nous allons maintenant faire varier la force ionique, c’est-a`-dire changer la quantite´ d’ions due au sel. Ceci permet
de tester le mode`le de rayon e´quivalent vis-a`-vis de l’ajout de sel.
(A) (B)
FIGURE 4.9: En (A), nous avons l’erreur commise par le mode`le calculant aZ,φ en fonction du logarithme de la
densite´ de charge sans dimension σ∗ a` φ = 0.22. En (B), l’erreur est repre´sente´e en fonction de la densite´ de charge
sans dimension. Dans les deux cas, N = 0.2 et κal = 1.
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Dans ce deuxie`me test, tous les parame`tres, a` l’exception de la force ionique, sont fixe´s. Expe´rimentalement, cela
consiste a` modifier la quantite´ d’ions dans le re´servoir. Les ions passent au travers de la membrane semi-perme´able
pour re´tablir l’e´quilibre thermodynamique dans la dispersion colloı¨dale, ce qui accroıˆt la quantite´ d’ions autour
des particules charge´es. Les e´quations d’e´tat obtenues pour des valeurs de κal de 1, 4 et 8 sont repre´sente´es sur
la figure (4.10). L’erreur est illustre´e avec plus de clarte´ sur la figure (4.11) ou` elle est supe´rieure a` 50% lorsque
φ = 0.08 et avoisine 20% lorsque φ = 0.22. Globalement, plus κal est grand et plus l’erreur commise par le
mode`le de rayon e´quivalent est importante.
Le mode`le de rayon e´quivalent aZ,φ est construit en faisant l’hypothe`se que la densite´ en ions a` la surface des
cellules de WS (et donc la pression osmotique) est intimement lie´e au nombre total d’ions en suspension. Dans le
Renormalized Jellium Model [47], la pression osmotique est donne´e par :
Π = ρckBT + kBT
√
Z2effρ
2
c + 4n∞
2 − 2n∞kBT (4.22)
ou encore :
Π = ρckBT + ZeffρckBT
(√
1 + ξ2 − ξ
)
(4.23)
avec ξ = 2n∞Zeffρc .
Son de´veloppement limite´ pour ξ → 0 (peu de sel dans le re´servoir) est :
Π = ρckBT + ZeffρckBT
(
1− ξ +O (ξ2)) (4.24)
Dans le cas n∞ = 0 (no-salt), ξ s’annule et la pression osmotique dans le mode`le e´quivalent est :
Π = ρckBT + ZeffρckBT (4.25)
et nous confirmons bien l’ide´e que la contribution des ions a` la pression osmotique dans le mode`le e´quivalent est
proportionnelle au nombre de contre-ions e´voluant librement dans le domaine, Zeffρc. Par ailleurs, cette ide´e est
de moins en moins valide lorsque du sel est ajoute´ car les contre-ions ont une influence de plus en plus faible sur
la pression osmotique par rapport aux ions ajoute´s. Cela correspond aux conditions ou` ξ n’est pas ne´gligeable.
Comme l’illustre l’e´quation (4.24), Π dans le CM n’est plus donne´ juste par ZeffρckBT . C’est pour cette raison
qu’une croissance de l’erreur avec κal est observe´e.
Notons tout de meˆme que si la dispersion contient trop de sel, la pression donne´e par le CM n’est pas la contri-
bution dominante de la pression osmotique totale. La croissance de l’erreur avec κal n’a donc en pratique, qu’un
impact limite´. Par exemple, pour les syste`mes teste´s sur les figure (4.10), la figure (3.10) du chapitre pre´ce´dent
montre que la pression issue du CM est une contribution ne´gligeable a` la pression osmotique totale pour κal = 8,
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et est de´ja` une contribution faible de`s que κal = 4.
FIGURE 4.10: Pression osmotique en fonction de la fraction volumique et a` diffe´rents κal. R = 2, N = 0.2 et
σ∗ = 5.05.
FIGURE 4.11: Erreur commise par le mode`le calculant aZ,φ en fonction du logarithme de la distance sans dimen-
sion κal a` φ = 0.08 et a` φ = 0.22.R = 2, N = 0.2 et σ∗ = 5.05
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Pour conclure, l’erreur commise en remplac¸ant le syste`me bi-disperse par un syste`me mono-disperse aZ,φ est
tout a` fait acceptable dans la mesure ou` le mode`le des cellules est applique´ d’une part en respectant la validite´ de
l’approximation de cellule, et d’autre part en e´vitant le re´gime de saturation de charge encore mal compris pour
des syste`mes poly-disperses.
4 CONCLUSION
L’objectif de ce chapitre e´tait de proposer un mode`le de rayon e´quivalent utilisable dans le mode`le des cellules
mono-disperse afin de remplacer l’utilisation d’un mode`le des cellules bi-disperse. Nous en avons propose´ trois
et e´tudie´ leur pre´cision en comparant leurs pressions osmotiques respectives a` celles du mode`le des cellules Bi-
disperse pour diffe´rents rapports de taille et de nombre. Ces rayons ont e´te´ calcule´s a` partir de diffe´rentes hy-
pothe`ses. L’hypothe`se selon laquelle la fraction volumique et la charge colloı¨dale se conservent en passant d’un
syste`me bi-disperse a` un syste`me mono-disperse e´quivalent, procure le re´sultat le plus pre´cis. D’autres de´finitions
ont e´te´ teste´es et il a e´te´ montre´ que l’estimation de la pression osmotique avec les autres mode`les pouvait eˆtre re-
lativement mauvaise. Ceci confirme qu’il faut eˆtre vigilant dans le choix du rayon dans les mode`les. Par exemple,
la taille moyenne trouve´e expe´rimentalement par diffusion dynamique de la lumie`re donnerait un rayon e´quivalent
proche de armoyen,φ, et donc des pressions osmotiques dans le mode`le de cellule mono-disperse qui peuvent eˆtre
relativement e´loigne´es de la re´alite´.
E´tudier comment l’existence de deux cate´gories de tailles perturbe l’e´tablissement des zones  condense´es  au
voisinage des surfaces des colloı¨des, et donc la valeur de Zeff, susciterait e´galement de l’inte´reˆt. En tout cas, nous
voyons que le mode`le aZ,φ peut eˆtre mis a` mal par la condensation car Π ∼ Zeff et non Π ∼ Z. Il faudrait un
mode`le aZeff,φ avec aZ,φ a` faible charge et aZsateff ,φ a` charge e´leve´e. Cela introduirait le choix supple´mentaire de la
charge effective qui resterait a` eˆtre de´termine´e. Pour trouver le nombre de charges effectif e´quivalent, il faudrait
d’abord de´terminer Zeffl et Zeffs. La conservation de la charge libre se traduit de la manie`re suivante :
neqZ
eq
eff (aeq) = nlZleff + nsZseff (4.26)
La conservation de la fraction volumique reste inchange´e puisque :
neqa
3
eq = nsa3s + nla3l (4.27)
La re´solution de ce syste`me donnerait acce`s a` aeq , neq et Z
eq
eff . Ces parame`tres e´quivalents pourraient eˆtre utilise´s
dans le mode`le aZeff,φ. Cependant, pour obtenir Zeffl et Zeffs il serait ne´cessaire de . . . re´soudre le CMB [30] ! Le
be´ne´fice d’utiliser un rayon e´quivalent serait perdu. Le proble`me de de´finir un mode`le de rayon e´quivalent pour
des syste`mes tre`s charge´s reste donc ouvert.
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Un autre point reste non e´lucide´ dans les conditions de poly-dispersite´ ou` les de´tails de la structure de la dispersion
pourrait avoir un effet sur le calcul de la pression osmotique. En effet, le CMB peut eˆtre valide meˆme si κal est
grand dans la mesure ou` de nombreux colloı¨des bien plus petits rempliraient les interstices entre les plus grands.
Dans ces conditions de grand R, la pression osmotique totale donne´e par le mode`le de rayon e´quivalent ne serait
pas valide, comme nous l’avons montre´ dans ce chapitre, alors que le CMB devrait continuer a` donner de bons
re´sultats. Le proble`me de la de´finition d’un rayon e´quivalent reste donc lui aussi ouvert dans le re´gime des grands
rapports de taille.
La construction du CMB dans le chapitre (1) a montre´ que ce dernier pouvait eˆtre e´tendu a` des syste`mes com-
pose´s de plus de deux tailles diffe´rentes. Il en est de meˆme avec les hypothe`ses utilise´es dans la construction du
mode`le de rayon e´quivalent le plus pre´cis aZ,φ. Celles-ci montrent qu’un rayon e´quivalent et un nombre e´quivalent
de colloı¨des peuvent eˆtre calcule´s pour divers syste`mes poly-disperses. Il serait inte´ressant de ve´rifier si cette
imple´mentation est utilisable d’un point de vue pratique. Il est possible qu’en augmentant le nombre de valeurs
 guess  L1, L2, . . . , LN la re´solution nume´rique du syste`me de N mode`les des cellules couple´s ait de plus en
plus de mal a` converger.


5
SENSIBILITE´ DES MODE`LES D’E´QUATIONS
D’E´TAT A` LA MESURE DES PARAME`TRES
PHYSICO-CHIMIQUES
1 INTRODUCTION
Dans les deux chapitres pre´ce´dents, nous avons e´value´ des mode`les nume´riques permettant d’estimer de
fac¸on pre´cise et non one´reuse, l’e´quation d’e´tat Π (φ) de dispersions colloı¨dales mono-disperses et bi-disperses
concentre´es. Pour fonctionner, le mode`le des cellules, comme tous les autres mode`les, exige des parame`tres
d’entre´e. Dans notre cas, il s’agit du rayon des colloı¨des a, de la densite´ de charge de surface des colloı¨des σ,
de la fraction volumique φ de la dispersion colloı¨dale et de la longueur de Debye κ−1. Tous ces parame`tres sont
accessibles par mesure expe´rimentale et il est inte´ressant de connaitre la sensibilite´ du mode`le a` l’incertitude sur
la mesure de chacun des parame`tres.
Dans une premie`re section, cette incertitude sera calcule´e pour les diffe´rents parame`tres : rayon, fraction volu-
mique, densite´ de charge et longueur de Debye.
Dans une deuxie`me section, les diffe´rents types de charge ainsi que leur mode de mesure seront de´taille´s. La
cohe´rence entre les mode`les et les charges utilise´es pour les alimenter sera e´voque´e.
Enfin, nous confronterons les re´sultats expe´rimentaux obtenus par une me´thode de compression osmotique avec
ceux du mode`le des cellules en choisissant diffe´rentes de´finitions de la charge.
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2 SENSIBILITE´ DE L’E´QUATION D’E´TAT A` L’INCERTITUDE DE LA MESURE
DES PARAME`TRES PHYSICO-CHIMIQUES
Les questions qui seront aborde´es dans cette section concernent la sensibilite´ des mode`les nume´riques a`
l’incertitude sur la mesure de la taille des particules, la longueur de Debye, la fraction volumique et la densite´ de
charge de surface des colloı¨dales. L’e´cart entre les valeurs de la pression osmotique calcule´e avec un parame`tre
mesure´ x et celles estime´es en prenant en compte l’incertitude ∆x sur la mesure du parame`tre x.
Ecart = Πx −Πx±∆xΠx (5.1)
avec Πx, la pression osmotique calcule´e avec le parame`tre x, Πx+∆x, la pression osmotique obtenue avec le
parame`tre x+ ∆x et Πx−∆x, la pression osmotique obtenue avec le parame`tre x−∆x.
La longueur de Debye κ−1 de´pend de la force ionique, caracte´ristique de la concentration d’espe`ces ioniques
pre´sentes dans une dispersion colloı¨dale donne´e. Elle est accessible par une mesure conductime´trique dans le bain
qui contiendra le polyme`re stresseur. Un conductime`tre LF 197i donne par exemple une valeur de conductivite´
e´lectrique D avec une pre´cision de ±5% et une re´solution de 1%.
Soit une solution ionique contenant p espe`ces de force ionique I avec λi la conductivite´ molaire ionique de
l’espe`ce i. Par de´finition :
D =
p∑
i=1
λiI (5.2)
Pour un e´lectrolyte, la longueur de Debye se de´duit de la valeur de la force ionique par :
κ−1 =
√
kBT
2e2I × 1000×NA (5.3)
En combinant (5.2) et (5.3), nous avons :
D =
(
kBT
2e2
p∑
i=1
λi
)
κ2 (5.4)
L’incertitude absolue sur la mesure de κ−1 e´tant :
∆κ−1 = κ
−1∆D
2D (5.5)
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alors, les valeurs limites de la longueur de Debye sont :
κ−1min = κ−1 −∆κ−1 (5.6)
κ−1max = κ−1 + ∆κ−1 (5.7)
Par exemple pour un e´lectrolyte tel que le NaCl, une lecture d’un conductime`tre a` D = 6.11.10−5S/cm, corres-
pond a` une valeur de la force ionique de 4.10−4mol.L−1 et κ−1 = 15nm. D e´tant connue a` ±5%, l’incertitude
absolue ∆κ−1 est e´gale a` 0.11nm.
Sur la figure (5.1)(A), la pression osmotique calcule´e par le mode`le des cellules line´aire en fonction de la fraction
volumique est repre´sente´e pour une charge colloı¨dale de 0.04e/nm2 et un rayon des particules de 15nm. La courbe
en ligne continue est obtenue pour κ−1 = 15nm, celle en cercles ouverts pour κ−1max = 15.11nm et les pointille´s
pour κ−1min = 14.88nm . Nous observons que l’incertitude sur la mesure de κ−1 a peu d’impact sur le calcul de
Π (φ) . Ceci est quantifie´ sur la figure (5.1)(B) illustrant l’e´cart maximal sur la pression osmotique qui est d’environ
3%.
(A) (B)
FIGURE 5.1: (A) Pression osmotique en fonction de la fraction volumique a` σ = 0.04e/nm2 et a = 15nm. (B)
E´cart sur le calcul de la pression osmotique lie´e a` la mesure de la longueur de Debye κ−1.
La taille des colloı¨des peut eˆtre de´termine´e par diffe´rentes me´thodes : diffusion dynamique de la lumie`re
(DLS : Dynamic Light Scattering), microscopie e´lectronique a` transmission (TEM : Transmission Electron Mi-
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croscopy) ou encore diffusion des rayons X aux petits angles (SAXS : Small-Angle X-ray Scattering). Dans les
travaux de Guillermo Orts-Gil et al. [48], la taille des particules de ludox TM50 a e´te´ mesure´e de diverses manie`res.
De ces diffe´rentes techniques, la me´thode SAXS, la plus pre´cise donne un diame`tre de 30nm pour une incertitude
absolue de 2.9nm. L’e´cart maximal entre les valeurs de pression osmotique obtenues avec une taille a et celles
pre´dites avec une taille a ± ∆a, est d’environ 34%. Ceci est repre´sente´ sur la figure (5.2)(A) ou` les re´sultats de
simulations nume´riques sont re´alise´es pour κ−1 = 15nm et σ = 0.04e/nm2. La courbe en ligne continue corres-
pond au cas ou` le rayon vaut 15nm, les cercles ouverts sont les re´sultats de la borne infe´rieure amin = a−∆a et
les pointille´s de la borne supe´rieure amax = a+ ∆a.
D’autres simulations ont e´te´ faites avec une taille obtenue de fac¸on moins pre´cise. Pour acce´der a` la mesure de
la taille, la DLS est la technique la moins pre´cise mais la plus accessible et re´pandue parmi les me´thodes cite´es
ci-dessus. Par cette me´thode, nous obtenons pour des particules de ludox TM 50, une valeur de 31.7nm pour le
diame`tre avec une incertitude absolue de 4.1nm. L’e´cart maximal que nous avons constate´ est d’environ 50% et
est de´duit pour la fraction volumique la plus faible, c’est-a`-dire 0.08.
(A) (B)
FIGURE 5.2: (A) Pression osmotique en fonction de la fraction volumique a` σ = 0.04e/nm2 et κ−1 = 15nm. (B)
E´cart sur le calcul de la pression osmotique lie´e a` la mesure de la taille des particules par SAXS.
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Par de´finition, la fraction volumique est le rapport du volume de la phase solide sur celui de la dispersion, ce
qui se traduit par :
φ = mcol/ρcol
msol/ρsol +mcol/ρcol
(5.8)
avec mcol, la masse de la phase solide de la dispersion, msol, celle de la phase liquide (solvant), ρcol, la masse
volumique du colloı¨de e´tudie´ et ρsol, celle du solvant.
L’expression de l’incertitude absolue sur la mesure de la fraction volumique est :
∆φ = φ
[
∆mcol
mcol
+ ρsol∆mcol
mcolρsol +msolρcol
+ ρcol∆msol
mcolρsol +msolρcol
]
(5.9)
En conside´rant une masse e´gale a` 1g d’une dispersion colloı¨dale, la mesure de mcol et msol permet de de´terminer
φ graˆce a` l’e´quation (5.8). Dans le cas des particules de silice dans de l’eau, nous avons ρcol = 2.2kg.L−1 et
ρsol = 1.0kg.L−1. Pour de´terminer mcol et msol, un dessiccateur SARTORIUS MA100 peut eˆtre utilise´. Il a une
pre´cision de pese´e de 1mg et une pre´cision de lecture de 0.01%.
Sur la figure (5.3)(A), la pression osmotique est calcule´e avec le mode`le des cellules en utilisant comme fraction
volumique les valeurs φ repre´sente´es par la ligne continue, φmin = φ −∆φ correspondant aux cercles ouverts et
φmax = φ+ ∆φ aux pointille´s. L’e´cart est illustre´ sur la figure (5.3)(B), il est de l’ordre de 2.15%.
(A) (B)
FIGURE 5.3: (A) Pression osmotique en fonction de la fraction volumique a` σ = 0.04e/nm2, κ−1 = 15nm et
a = 15nm. (B) E´cart sur le calcul de la pression osmotique lie´e a` mesure de la fraction volumique φ.
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Le dernier parame`tre pour lequel nous souhaitons e´valuer la sensibilite´ des mode`les est la charge des colloı¨des.
Diffe´rentes charges peuvent eˆtre mesure´es avec diffe´rentes techniques expe´rimentales dont l’e´lectrophore`se ou
la titration. Nous reviendrons sur la signification de chaque type de charge dans la section suivante. Ici, nous
illustrons uniquement l’influence de la pre´cision de la mesure de la charge par e´lectrophore`se sur le calcul de la
pression osmotique. Une expression analytique simplifie´e de la densite´ de charge de surface e´lectrophore´tique σ
est obtenue en e´crivant l’e´galite´ de la force de traine´e 6piηa~V et d’une force e´lectrostatique approche´e par Q~E :
σ = Q4pia2 =
3
2
µeη
a
(5.10)
ou` Q repre´sentant la charge colloı¨dale a` laquelle nous avons acce`s par une mesure e´lectrophore´tique.
Dans les expressions ci-dessus, a repre´sente le rayon hydrodynamique, µe =
∣∣∣−→V−→
E
∣∣∣ est la mobilite´ e´lectrophore´tique
et η est la viscosite´ du solvant.
A partir de l’e´quation (5.10), l’expression de l’incertitude absolue sur σ est :
∆σ = σ∆µe
µe
(5.11)
Par exemple, pour une mobilite´ e´lectrophore´tique de 3.63 × 10−8m2V −1s−1 mesure´e par l’appareil Nanosizer
ZS90 sur des particules de silices de rayon 7.5nm , l’e´quation (5.10) donne σ = 0.040e/nm2. Cet instrument
mesure la mobilite´ avec une incertitude absolue de ±0.12 × 10−8m2V −1s−1. Graˆce a` l’e´quation (5.11), nous
trouvons une valeur maximale de σ de 0.041e/nm2 et minimale de 0.039e/nm2.
Sur la figure (5.4), la pression est calcule´e avec κ−1 = 7.5nm et a = 7.5nm. Les valeurs de Π (φ) calcule´es
avec σ, sa valeur minimale σ−∆σ ou la maximale σ+ ∆σ, sont similaires. L’e´cart maximal lie´ a` la mesure de la
charge e´lectrophore´tique est de l’ordre de 5%.
D’apre`s les re´sultats trouve´s ci-dessus, le parame`tre le plus sensible a` l’incertitude sur la mesure est donc la taille
des colloı¨des. Cette e´tude permet, ne´anmoins, de montrer que la mesure des parame`tres physico-chimiques est
assez pre´cise et que l’impact de leur incertitude sur l’estimation de la pression osmotique d’une dispersion est
acceptable. Cependant, le choix du type de charge dans les mode`les n’est pas toujours clair. C’est la raison pour
laquelle dans la section suivante, ce proble`me sera discute´.
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(A) (B)
FIGURE 5.4: (A) Pression osmotique en fonction de la fraction volumique a` κ−1 = 7.5nm et a = 7.5nm. (B)
E´cart sur le calcul de la pression osmotique lie´e a` mesure de la charge σ.
3 QUELLE DE´FINITION DE LA CHARGE POUR QUEL MODE`LE
ANALYTIQUE OU NUME´RIQUE ?
Comme e´voque´ plus haut, il y a plusieurs de´finitions de charges et plusieurs techniques de mesures associe´es
a` ces diffe´rentes de´finitions. Si l’incertitude sur la mesure de la charge e´lectrophore´tique a peu d’impact lors de
l’e´tablissement de l’e´quation d’e´tat, son interpre´tation dans l’e´quation de Poisson-Boltzmann reste ne´anmoins
complexe. En effet, la charge peut se mesurer a` la surface du colloı¨de comme le montre la figure (5.5). Celle-ci
s’appelle la charge nue ou potentiome´trique. Lorsque la charge est de´termine´e par e´lectrophore`se, elle est appele´e
charge e´lectrophore´tique.
Dans certaines conditions, les deux de´finitions coı¨ncident mais ce n’est pas une ge´ne´ralite´. Par exemple dans
les travaux de Persello [7], la mesure de la charge de particules de silice ultra-pure (S24) immerge´es dans une
solution aqueuse avec du NaNO3 a` une force ionique de 0.002mol/L, montre une grande diffe´rence entre les
valeurs obtenues par e´lectrophore`se et celles de´termine´es par titration dans certaines conditions. Sur la figure (5.6),
a` pH < 6, la charge nue est e´gale a` la charge e´lectrophore´tique. A pH=9.5, la charge e´lectrophore´tique est de
0.06e/nm2 et la charge nue (titration) est de 0.6e/nm2.
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FIGURE 5.5: E´volution du potentiel e´lectrostatique a` partir de la surface charge´e ne´gativement jusqu’a` la solution
bulk. Illustration de la double couche e´lectrique compose´e de la couche de Stern et de la couche diffuse. [Particule
Sciences, Drug Development Services]
La charge nue correspond a` la charge a` la surface des colloı¨des. Elle est lie´e aux groupements chimiques a`
la surface et dans le cas de particules de silice, a` la protonation ou de´protonation des groupements hydroxyles de
surface selon les relations suivantes :
M −OH+2 = M −OH +H+ (5.12)
M −OH = M −O− +H+ (5.13)
La charge nue est mesurable par une me´thode de titration potentio-conductime`trique. Cette technique consiste a`
re´aliser une titration acido-basique des sites de surfaces des colloı¨des en faisant simultane´ment la mesure de pH du
milieu (potentiome´trie) et de la conductivite´ e´lectrique. Ceci permet de connaitre la quantite´ de fonctions acides
ou de groupes acido-basiques pre´sents, d’une part, dans la solution et, d’autre part, a` la surface des particules [7].
Avec l’e´quation ci-dessous, il est possible de de´duire la densite´ de charge de surface nue :
σ = F
S
V
([
M −OH+2
]− [M −O−]) (5.14)
avec
[
M −OH+2
]
et [M −O−], les concentrations des sites de surface qui sont charge´es positivement et
ne´gativement, F , la constante de Faraday et S la surface totale des colloı¨des. La charge nue est donc la charge
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FIGURE 5.6: Densite´ de charge de surface (e´lectrophore´tique et nue) en fonction du pH d’une silice ultra-pure
(S24). Les re´sultats sont tire´s de [7].
re´elle des particules.
La charge e´lectrophore´tique a une de´finition indirecte : il s’agit de la charge obtenue d’apre`s la mobilite´
e´lectrophore´tique. On l’associe en ge´ne´ral a` une charge comprenant la charge du colloı¨de ainsi que les contre-
charges sature´s sous le plan de cisaillement. Ce dernier est situe´ entre une couche d’ions plus ou moins lie´s au
colloı¨de et la couche diffuse (ions mobiles). Il s’agit donc d’une charge apparente. Si l’on soumet des colloı¨des a` un
champ e´lectrique exte´rieur
−→
E , les particules charge´es migrent a` une vitesse ~V proportionnelle au champ applique´
comme l’illustre la figure (5.7). La mobilite´ e´lectrophore´tique µe est de´finie comme le rapport de l’amplitude de
la vitesse de migration sur celle du champ e´lectrique :
µe =
∣∣∣∣∣
−→
V
−→
E
∣∣∣∣∣ (5.15)
Le potentiel ζ peut eˆtre de´termine´ selon les mode`les disponibles dans la litte´rature :
L’approximation de Henry reliant le potentiel ζ a` la mobilite´ e´lectrophore`tique est [49] :
µe =
2
3
(
ζ
η
)
f (κa) (5.16)
ou` µe est la mobilite´ e´lectrophore´tique, f (κa) la fonction de Henry et ζ est le potentiel zeˆta.
La fonction de Henry est connue dans deux cas limites : Lorsque κa 1, c’est-a`-dire la double couche e´lectrique
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FIGURE 5.7: Migration d’une particule charge´e, isole´e et soumise a` l’action du champ e´lectrique. La force
e´lectrique ~FE et la force visqueuse ~f , exerce´es sur le colloı¨de, se compensent.
est tre`s grande devant le rayon du colloı¨de, la fonction de Henry tend vers 1 . Ce qui, dans l’e´quation (5.16), donne
l’e´quation de Hu¨ckel [50], [49] :
ζ = 32
µeη

(5.17)
Lorsque κa  1, l’e´paisseur de la double couche e´lectrique est petite devant le rayon du colloı¨de et la fonction
de Henry tend vers 32 . L’e´quation qui en de´coule, attribue´e a` Smoluchowski [51], [13], [52], est alors :
ζ = µeη

(5.18)
D’autre part, O’Brien et White [53] ont de´veloppe´ un code nume´rique qui permet de relier la mobilite´
e´lectrophore´tique au potentiel zeˆta, pour toute valeur de κa et de ζ. Les e´quations gouvernant la distributions
des ions et leur vitesse, l’hydrodynamique et le potentiel e´lectrostatique autour du colloı¨de, sont re´solues
rigoureusement. La comparaison des valeurs nume´riques du potentiel zeˆta a` celles donne´es par les mode`les limites
montrent des e´carts importants dans les valeurs interme´diaires de κa. Pour ces valeurs interme´diaires, il est aussi
possible d’utiliser l’expression suivante obtenue par Ohshima [54] :
µe =
2r0ζ
3η
[
f1 (κa)−
(
zeζ
kT
)2{
f2 (κa) +
(
m+ +m−
2
)
f3 (κa)
}]
(5.19)
Avec :
f1 (κa) = 1 +
1
2 [1 + 2.5/{κa (1 + 2e−κa)}]3
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f2 (κa) =
κa{κa+ 1.3 exp (−0.18κa) + 2.5}
2{κa+ 1.2 exp (−7.4κa) + 4.8}3
f3 (κa) =
9κa{κa+ 5.2 exp (−3.9κa) + 5.6}
8{κa− 1.55 exp (−0.32κa) + 6.02}3
ou` m− et m+ sont des parame`tres de´pendant de la nature des ions de l’e´lectrolyte.
Cette expression analytique simple et pratique d’utilisation est valide lorsque κa < 10 et e|ζ|kBT < 4. Ce crite`re sera
respecte´ ici avec les particules de ludox HS40 et TM50 puisque nous travaillerons dans des conditions ou` κa vaut
1 et 2. Pour un potentiel zeˆta d’environ 40mV , correspondant dans la litte´rature au potentiel zeˆta des particules de
silice, e|ζ|kBT est de 1.6. L’e´quation (5.19) est donc valide dans les syste`mes que nous e´tudierons.
La charge e´lectrophore`tique ou la densite´ de charge de surface e´lectrophore´tique peut se de´duire connaissant
le potentiel zeˆta. Pour des colloı¨des sphe´riques dans un e´lectrolyte syme´trique monovalent, l’expression propose´e
par Ohshima et al. [55] est :
σ = 2r0κkT
e
sinh
(
eζ
2kT
)[
1 + 1
κa
2
cosh2 (eζ/4kT )
+ 1
(κa)2
8 ln [cosh (eζ/4kT )]
sinh2 (eζ/2kT )
]1/2
(5.20)
Cette e´quation qui est un de´veloppement limite´ d’ordre 2 sur 1κa donne des re´sultats pre´cis de`s que κa > 0.1 ,et
pour e|ζ|kBT > 1. Les syste`mes que nous e´tudierons respectent ce domaine de validite´.
Pour illustrer la validite´ des e´quations (5.20) et (5.19), la densite´ de charge de surface e´lectrophore´tique qui en
de´coule est compare´e a` celle obtenue par le code de O’Brien et White, valide pour toutes les valeurs de κa et du
potentiel zeˆta. Les parame`tres κa et µe sont tire´s des travaux re´alise´s par Persello [7]. La re´solution nume´riquement
des e´quations (5.20) et (5.19) pour avoir σ, est beaucoup plus accessible que le code de´veloppe´ par O’Brien et
White. Il suffit d’e´crire l’e´quation (5.19) sous forme d’une fonction nulle et de la re´soudre par recherche du ze´ro
de la fonction ainsi e´tablie. La fonction fsolve de Python permet cette re´solution. La comparaison des valeurs de la
densite´ de charge de surface e´lectrophore´tique de particules de silice ultra-pure de rayon 10nm, dans une solution
aqueuse contenant du NaNO3 s’ave`re tre`s satisfaisante. La convergence des deux me´thodes est illustre´e sur le
tableau (5.8) ou` la densite´ de charge de surface e´lectrophore´tique, calcule´e a` partir du code de O’Brien et White,
est identique a` celle calcule´e a` partir des deux formules de Ohshima de´taille´es plus haut.
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I(M) 0.05 0.005 0.002
µe(10−8m2V −1s−1) -1.34 -3.00 -3.80
σ(e/nm2) de O’Brien et White 0.061 0.061 0.060
σ(e/nm2) des e´quations (5.20) et (5.19) 0.063 0.061 0.060
FIGURE 5.8: Comparaison des valeurs de la densite´ de charge de surface e´lectrophore´tique obtenues d’une part
avec le code de O’Brien et White, et d’autre part par l’expression analytique de Ohshima. Les particules sont des
silices ultra-pure de 10nm rayon et dans un e´lectrolyte de NaNO3. Les re´sultats sont ceux de Persello [7].
Dans les mode`les de renormalisation de charge, la charge utilise´e est diffe´rente de la charge nue, et a` priori
diffe´rente de la charge e´lectrophore´tique. Nous pouvons nous demander si la charge renormalise´e ou effective peut
eˆtre assimile´e a` la charge e´lectrophore´tique. En effet, elles ont le meˆme ordre de grandeur et le meˆme concept d’ions
 capture´s . La charge effective est constitue´e de la charge du colloı¨de et d’une couche d’ions  condense´s .
Ces ions sont pie´ge´s dans la zone condense´e parce qu’a` l’inte´rieur, la force e´lectrostatique entre les ions et les
charges de surface
∣∣∣−→FE∣∣∣ est supe´rieure a` la force brownienne ∣∣∣−→FB∣∣∣. A la surface de cette zone, ∣∣∣−→FE∣∣∣ est comparable
a`
∣∣∣−→FB∣∣∣ et au-dela` de cette zone ∣∣∣−→FE∣∣∣ < ∣∣∣−→FB∣∣∣. Est-ce que la charge e´lectrophore´tique peut eˆtre assimile´e a` la charge
effective ? Si c’e´tait le cas, cela voudrait dire qu’a` la surface de la zone condense´e, la force hydrodynamique
∣∣∣−→Fh∣∣∣
serait comparable aux autres forces
∣∣∣−→FE∣∣∣ et ∣∣∣−→FB∣∣∣. Cela signifie que le nombre de Peclet de´fini comme :
Pe =
6piηa3ionγ˙
kBT
(5.21)
avec γ˙, le taux de cisaillement, aion, le rayon d’un ion et η est la viscosite´ du solvant, est e´gal a` 1.
Si Pe = 1, le cisaillement devient :
γ˙ = kBT6piηa3ion
(5.22)
Par exemple, dans un solvant aqueux contenant des ions sodium de rayon 0.2nm a` des conditions normales de
tempe´rature, le cisaillement serait de 1011s−1. La valeur importante que nous trouvons implique que la force hydro-
dynamique serait supe´rieure aux autres forces dans la zone condense´e, ce qui n’est pas physique. En conse´quence,
le plan de cisaillement devrait donc eˆtre au-dela` de la zone condense´e. Comme la technique par e´lectrophore`se
mesure la charge au plan de cisaillement, nous pouvons en de´duire qu’elle sera plus faible que la charge effective.
Cependant, la densite´ en ions variant peu en dehors de la zone condense´e en ions, nous pouvons estimer que la
charge de surface e´lectrophore´tique est comparable a` la densite´ de charge de surface effective σeff. En tout e´tat de
cause, nous pouvons utiliser le mode`le des cellules Line´aire avec une charge e´lectrophore´tique en re´gime dilue´ car
le plan de cisaillement se situe au-dela` de la zone condense´e.
Nous allons calculer l’e´quation d’e´tat d’une dispersion colloı¨dale compose´e de particules de silice ultra-
pure de 10nm de rayon et immerge´es dans un e´lectrolyte de NaNO3 a` 0.002M a` partir des trois de´finitions
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de la charge des colloı¨des. Sur la figure (5.9)(A), les re´sultats en ligne continue sont calcule´s avec une charge
e´lectrophore´tique tire´e des travaux de Jacques Persello [7] et en utilisant le mode`le des cellules Line´aire (LCM),
les pointille´s correspondent a` une charge nue en utilisant le mode`le des cellules non line´aire (CM). Les carre´s sont
les re´sultats e´tablis par le LCM avec des parame`tres effectifs σeff et κeff calcule´s comme de´crit dans les travaux
de Trizac et al. [8]. Les expressions analytiques de ces parame`tres effectifs de´pendent en particulier de la fraction
volumique.
(A) (B)
FIGURE 5.9: (A) Pression osmotique en fonction de la fraction volumique en log-log d’une dispersion de silice
ultra-pure de rayon 10nm dans un e´lectrolyte de NaNO3 de force ionique 0.002M . Le le´ger e´cart constate´ aux
grands φ s’explique par le fait que dans le LCM, la line´arisation de Poisson-Boltzmann se fait autour de la va-
leur nulle du potentiel e´lectrostatique tandis que dans [8] ou` sont de´termine´s les parame`tres effectifs, elle se fait
autour du potentiel e´lectrostatique a` la frontie`re de la cellule. (B) Rapport de la charge effective sur la charge
e´lectrophore´tique en fonction de la fraction volumique.
Nous observons sur la figure (5.9)(A) que le mode`le renormalise´ applique´ dans le re´gime line´aire donne
des re´sultats similaires au mode`le non-line´aire, ce qui est attendu compte tenu des re´sultats de la litte´rature.
Les re´sultats de la pression osmotique de´termine´s en utilisant la charge e´lectrophore´tique avec le LCM sont
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diffe´rents de ceux obtenus dans le LCM avec une charge effective. Nous ne pouvons donc pas assimiler la charge
e´lectrophore´tique a` la charge effective dans ces conditions. En effet, sur la figure (5.9)(B), la valeur de la densite´
de charge de surface effective est de l’ordre de 2 fois celle de la densite´ de charge de surface e´lectrophore´tique
en re´gime dilue´. Rappelons que la densite´ de charge e´lectrophore´tique est mesure´e en re´gime dilue´ alors que la
densite´ de charge effective de´pend de φ. Pour bien comparer les deux, il faudrait mesurer la densite´ de charge de
surface e´lectrophore´tique a` diffe´rentes fractions volumiques, ce qui n’est pas le cas sur la figure (5.9)(B).
4 COMPARAISON AVEC DES RE´SULTATS EXPE´RIMENTAUX
Dans les travaux de la litte´rature qui s’attachent a` la comparaison de re´sultats expe´rimentaux a` des simu-
lations, il est habituel de conside´rer la charge comme une variable d’ajustement. Dans cette e´tude, bien que tre`s
pre´liminaire, nous souhaitons faire cette comparaison sans ajustement de la charge des colloı¨des. Le protocole
expe´rimental complet est pre´sente´ dans l’annexe 2. Nous allons comparer deux approches. Dans la premie`re ap-
proche, les simulations seront faits avec le LCM en conside´rant une charge e´lectrophore´tique. Dans la seconde
approche, les simulations seront faites avec le CM en conside´rant une charge nue.
Dans le cas ou` κa = 1, d’apre`s le crite`re le validite´ du mode`le des cellules e´tabli dans le chapitre (3), le nombre
sans dimension κa
(
φ−
1
3 − 1
)
est de l’ordre de 1.7 pour la fraction volumique la plus faible que nous utilisons pour
la comparaison. Dans les conditions de pH choisies pour cette e´tude, c’est-a`-dire pH ∼ 8.8, la charge colloı¨dale
se situe dans le re´gime de saturation. Cela induit une valeur tre`s e´leve´e de la charge sans dimension ZlBa . L’erreur
commise par le mode`le des cellules, quantifie´e dans le chapitre (3), sera donc ne´gligeable. Lorsque κa = 2, pour
une fraction volumique de 0.05 correspondant a` la plus faible valeur, le nombre sans dimension κa
(
φ−
1
3 − 1
)
est
d’environ 3.4. Meˆme si la charge colloı¨dale est e´leve´e, l’erreur commise par le mode`le des cellules est de l’ordre de
35% a` ces faibles valeurs de φ, ce qu’il faudra prendre en compte lors de la comparaison des re´sultats nume´riques
avec ceux de l’expe´rience.
Les mate´riaux que nous utilisons ici sont des particules de silice SiO2 industrielles (Ludox HS40 et TM50)
vendues par la socie´te´ SIGMA-ALDRICH. Le choix de ces deux silices se justifie par le fait qu’elles ont e´te´ tre`s
e´tudie´es. Les tailles des particules e´tant fixes, nous allons ajuster la longueur de Debye par l’interme´diaire de la
force ionique en introduisant du sel monovalent (NaCl). Conforme´ment a` la litte´rature [56], le ludox HS40 a
un diame`tre d’environ 15nm et le ludox TM50 un diame`tre de 30nm. Ces tailles sont de´termine´es par SAXS,
une des techniques les plus pre´cises actuellement. La mesure de la mobilite´ e´lectrophore´tique est re´alise´e avec le
NanoZiser ZS90. Les mesures sont re´alise´es dans des conditions de dilution e´leve´es pour e´viter la de´pendance de
cette dernie`re a` la fraction volumique. Nous avons constater entre, κa = 1 et κa = 2, peu de changement de la
mobilite´ e´lectrophore´tique. C’est pourquoi la valeur de la densite´ de charge e´lectrophore´tique que nous calculerons
par la suite, sera conside´re´e identique pour les deux silices.
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Les re´sultats de compression osmotique sont repre´sente´s sur la figure (5.10) avec une barre d’erreur due a` la
mesure expe´rimentale de φ de l’ordre de±2%. Cette valeur calcule´e sur un e´chantillon de ludox HS40 est pre´sente´
en annexe 2.
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FIGURE 5.10: Pression osmotique en fonction de la fraction volumique apre`s 22 jours d’expe´rience.
La densite´ de charge de surface e´lectrophore´tique utilise´e pour re´soudre l’e´quation de Poisson-Boltzmann
dans le re´gime line´aire (LCM), sera calcule´e par diffe´rents mode`les de´taille´s plus haut. Cependant a` κa = 1
ou 2, nous ne somme ni dans le re´gime de Smoluchowski, ni dans celui de Hu¨ckel. Nous utiliserons ces deux
mode`les ici pour avoir une ide´e de l’e´cart par rapport au mode`le de Ohshima conside´re´ comme valide et pre´cis
dans nos conditions. Pour une mobilite´ e´lectrophore´tique mesure´e sur du ludox HS40 de −3.45.10−8m2V −1s−1
a` κ−1 = 7.5nm, sa densite´ de charge de surface est :
1. Lorsque le potentiel zeˆta est calcule´ avec l’e´quation (5.18) de Smoluchowski et la densite´ de charge de
surface e´lectrophore´tique e´tablie graˆce a` l’e´quation (5.20), e´gale a` 0.053e/nm2.
2. En choisissant le mode`le de Hu¨ckel dont l’expression est donne´e par l’e´quation (5.17) et lorsque la densite´
de charge de surface e´lectrophore´tique est de´termine´e par l’e´quation (5.20), e´gale a` 0.085e/nm2.
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FIGURE 5.11: Pression osmotique en fonction de la fraction volumique du ludox HS40 (κa = 1). La charge
e´lectrophore´tique est de´termine´e par diffe´rents mode`les et la charge nue par titration.
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FIGURE 5.12: Pression osmotique en fonction de la fraction volumique du ludox TM50 (κa = 2). La charge
e´lectrophore´tique est de´termine´e par diffe´rents mode`les et la charge nue par titration.
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3. Lorsque le potentiel zeˆta est calcule´ par l’expression analytique de Ohshima correspondant a` l’e´quation
(5.19) et la densite´ de charge de surface e´lectrophore´tique est de´termine´e graˆce a` l’e´quation (5.20), e´gale a`
0.056e/nm2.
Pour la valeur de la charge nue, nous nous sommes re´fe´re´s aux travaux publie´s dans la litte´rature : La charge nue
e´tait de´pendante du pH, nous avons releve´ le pH apre`s 22 jours de compression osmotique. Il est d’environ 8.7.
D’apre`s les travaux de [7], la valeur de la charge nue correspondant a` ce pH correspondant est de 0.45e/nm2.
Sur les figures (5.11) et (5.12), nous observons que les re´sultats donne´s par le mode`le de Hu¨ckel sont tre`s
diffe´rents des re´sultats de compression osmotique. Cela illustre le fait que ce mode`le ne reproduit pas les valeurs
expe´rimentales, ce qui e´tait pre´visible puisque le mode`le de Hu¨ckel est valide lorsque κa 1.
Sur les figures (5.11) et (5.12), nous constatons que les mode`les de Smoluchowski et de Ohshima sont similaires
lorsque κa = 1 et κa = 2. Si nous regardons la valeur de leur densite´ de charge de surface e´lectrophore´tique, nous
voyons qu’elles sont quasiment identiques. La comparaison des re´sultats de la simulation avec ceux de l’expe´rience
est acceptable. Meˆme si a` κa = 2 aux faibles fractions volumiques, la comparaison semble eˆtre moins bonne,
l’erreur commise par le mode`le des cellules doit eˆtre prise en compte ici. Comme e´nonce´ en de´but de section, le
mode`le des cellules est moins pre´cis aux faibles fractions volumiques dans ce cas-ci.
Le dernier mode`le que nous avons teste´ est celui dont la charge nue est mesure´e par titration. Dans celui-ci ou` le
mode`le des cellules est employe´ en re´gime non line´aire contrairement aux autres mode`les e´tudie´s dans ce chapitre,
les re´sultats du CM avec une charge nue sont tre`s diffe´rents de ceux de l’expe´rience sur les figures (5.11) et (5.12).
La comparaison des re´sultats de l’expe´rience avec ceux des simulations n’est donc pas bonne dans ces conditions
avec une charge mesure´e par titration. Ceci est surprenant puisque le CM avec une charge nue devrait donner une
estimation acceptable de l’e´quation d’e´tat. Certes dans la section (3) la comparaison des valeurs obtenues avec un
LCM avec celles de´termine´es avec un CM a montre´ une diffe´rence, mais celle-ci reste moins importante qu’ici.
C’est donc une question a` la quelle il faut re´pondre dans une e´tude plus approfondie.
5 CONCLUSION
Le travail re´alise´ dans ce chapitre consiste a` savoir si l’incertitude sur la mesure expe´rimentale des parame`tres
d’entre´e est un facteur cle´ pour la pre´cision du mode`le de pre´diction de la pression osmotique d’une dispersion
colloı¨dale mono-disperse concentre´e. L’e´tude concernant la sensibilite´ du mode`le des cellules a montre´ que la
pre´cision des appareils de mesure est acceptable pour estimer correctement la pression osmotique d’une dispersion
colloı¨dale, a` l’exception de la mesure de la taille par DLS. Cette technique e´tant la plus connue et la plus re´pandue,
il convient d’eˆtre vigilant lors de son utilisation.
On pourrait penser que la charge e´lectrophore´tique devrait eˆtre utilise´e avec le mode`le des cellules line´aire qui
a une solution analytique puisque la zone d’ions sous le plan de cisaillement comprend la zone condense´e des
mode`les de renormalisation. Ceci reste ne´anmoins a` confirmer. Le calcul de la pression osmotique avec le mode`le
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des cellules line´arise´ en utilisant la charge mesure´e par e´lectrophore`se nous a permis de constater que les expres-
sions analytiques donnant les grandeurs de´rive´es, telles que le potentiel zeˆta, peuvent induire des erreurs sur les
pre´dictions the´oriques selon le mode`le choisi. Les mode`les de calcul de ζ connaissant la mobilite´ e´lectrophore´tique
utilise´s sont ceux de Hu¨ckel, de Smoluchowski et de Ohshima. Lorsque κa = 1 ou 2, les deux derniers mode`les
se valent et la comparaison de leurs re´sultats avec ceux de l’expe´rience est satisfaisante. Par contre le mode`le
de Hu¨ckel est insuffisant dans ces meˆmes conditions. Il est donc possible d’estimer la pression osmotique d’une
dispersion colloı¨dale sans ajuster la charge. Cependant, la valeur de la charge employe´e devrait eˆtre utilise´e avec
beaucoup de pre´cautions. La mobilite´ e´lectrophore´tique e´tant mesure´e seulement en re´gime dilue´, la comparaison
avec l’expe´rience serait surement meilleure si a` chaque valeur de φ, la charge e´lectrophore´tique correspondant a`
cette fraction volumique e´tait employe´e dans le mode`le des cellules line´aire.
Les re´sultats provenant du mode`le des cellules non line´aire et de la charge de´termine´e par titration s’ave`rent
insuffisants dans ces conditions d’e´tude. Ceci est donc une surprise puisque nous nous attendions certes a` un e´cart
avec les re´sultats calcule´s avec la charge e´lectrophore´tique mais cet e´cart attendu devrait eˆtre moins important.
Dans les conditions de pH utilise´es ici, le parame`tre de couplage de´veloppe´ en [21] et pre´sente´ dans le chapitre
(1) est Ξ ' 1.7, ce qui est a` la limite du domaine de validite´ de la the´orie de Poisson-Boltzmann. Il est donc
possible que le CM non-line´aire base´ sur Poisson-Boltzmann soit insuffisant pour bien de´crire la physique de
la zone condense´e. La charge e´lectrophore´tique est obtenue en faisant un bilan de forces sur un syste`me dont la
 frontie`re est au-dela` de la zone condense´e, donc dans un re´gime ou` les corre´lations entre ions sont ne´gligeables
et ou` la the´orie de Poisson-Boltzmann est valide. C’est peut-eˆtre la raison pour laquelle le mode`le des cellules avec
une charge nue n’est pas satisfaisant alors que le LCM fonctionne assez bien avec une charge e´lectrophore´tique.

CONCLUSION GE´NE´RALE ET
PERSPECTIVES
L’objectif de cette the`se, inscrit dans un contexte de recherche en inge´nierie, est d’estimer quantitativement
l’e´quation d’e´tat a` moindre couˆt et d’alimenter des mode`les macroscopiques a` partir de mode`les me´soscopiques.
En particulier le mode`le des cellules a e´te´ identifie´ comme celui bien adapte´ aux conditions physico-chimiques des
dispersions stabilise´es : concentrations relativement e´leve´es en sel.
Nous avons commence´ par pre´senter une nouvelle approche nume´rique base´e sur la dynamique Brownienne et
permettant le calcul des forces e´lectrostatiques multi-corps entre colloı¨des de ge´ome´trie complexe et de charge
potentiellement e´leve´e, dans les limites de validite´ de la the´orie de Poisson-Boltzmann. La valeur ajoute´e de cette
approche originale repose sur le fait que :
a) Il n’y a pas d’hypothe`se d’additivite´ par paires, de forme de potentiel d’interaction, de principe de superpo-
sition, donc les forces calcule´es sont exactes.
b) La micro-structure de la dispersion est obtenue.
c) L’e´nergie libre de Helmholtz ou le grand potentiel des ions sont calcule´s directement connaissant le potentiel
e´lectrostatique et le champ e´lectrique.
d) La me´thode Level-Set/Ghost Fluid permet de re´soudre l’e´quation de Poisson-Boltzmann sans restriction sur
la forme de la particule charge´e. Cette approche de´termine donc l’e´quation d’e´tat de syste`mes poly-disperses
et non-homoge`nes.
Ne´anmoins, ce code de calcul a quelques faiblesses. En effet,
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a) Il peut eˆtre tre`s couˆteux en ressources nume´riques. C’est le cas lorsque nous utilisons la relation de
Kirkwood-Buff pour estimer l’e´quation d’e´tat.
b) Il existe aussi des limitations inhe´rentes a` Poisson-Boltzmann. Il s’agit de l’absence de corre´lations et taille
finie des ions.
Les principaux re´sultats sont pre´sente´s dans les trois derniers chapitres. Dans un premier temps l’erreur commise
en supposant que la pression osmotique d’une dispersion mono-disperse est celle donne´e par le mode`le de cellule
a e´te´ calcule´e par comparaison de cette dernie`re avec des re´sultats issus de simulations par dynamique Brownienne
couple´e a` la re´solution de l’e´quation de Poisson-Boltzmann. L’ide´e intuitive que le mode`le des cellules est a` re-
tenir lorsque la distance moyenne entre particules a(φ−1/3 − 1) est infe´rieure a` la longueur de Debye κ−1 a e´te´
confirme´e. Plus pre´cise´ment, nous avons montre´ que lorsque le ratio κ.d = κ.a(φ−1/3 − 1) est infe´rieur a` 1.5, le
mode`le des cellules donne des pressions en bon accord avec une pression calcule´e en prenant en compte la structure
re´elle de la dispersion ; lorsque κ.d > 4, l’erreur est significative ; et entre les deux l’accord de´pend de la charge
des particules. Une dispersion avec des particules tre`s charge´es respecte mieux l’image d’une structure solide,
toutes autres choses e´gales par ailleurs. Nous avons aussi montre´ que cette erreur ne de´pend pas des trois pa-
rame`tres classiques du proble`me e´lectrostatique (κ.a, φ, Z.lB/a) mais seulement des deux groupes (κ.d, Z.lB/a).
Le re´sultat essentiel est la figure (5.13), sur laquelle les courbes pour les plus faibles et fortes charges sont des
courbes limites pour des charges nulles/infinies, respectivement.
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FIGURE 5.13: Erreur relative commise par le mode`le des cellules en fonction κ.d.
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Le mode`le des cellules e´value´ au chapitre (3) suppose une suspension mono-disperse. Les suspensions re´elles
pre´sentant le plus souvent un certain degre´ de poly-dispersite´, nous avons teste´ deux approches de calcul de la
pression osmotique pour des suspensions bi-disperses : le mode`le des cellules comme propose´ par van Roig et al.
[30] et un mode`le des cellules mono-disperse avec un rayon effectif moyen correspondant a` une conservation
de la fraction volumique et du nombre total de charges de surface dans la dispersion. Ce dernier mode`le donne
de bons re´sultats par rapport au mode`le des cellules bi-disperse dans la gamme de validite´ de l’approximation du
mode`le des cellules et lorsque le re´gime de saturation est e´vite´. Par exemple pour une fraction volumique dans
l’intervalle [0.08; 0.22], une longueur sans dimension κal infe´rieure a` 4 avec al le rayon de la plus grande particule
et de densite´ de charge de surface sans dimension de 20, l’erreur commise par le mode`le e´quivalent est infe´rieure
a` 15%. Cette gamme correspond a` un re´gime dans lequel la pression est essentiellement influence´e par les contre-
ions des colloı¨des et non par les ions de sel. Si nous voulons e´tudier comment l’e´tablissement des zones condense´es
au voisinage de la surface des colloı¨des de tailles diffe´rentes perturbe le mode`le e´quivalent, il faudrait de´terminer
le domaine de validite´ du CM bi-disperse et voir les effets de condensation.
Les mode`les analytiques ou nume´riques, ceux mentionne´s dans cette the`se mais aussi les autres, demande la
prescription de valeurs d’entre´e qui sont la taille des colloı¨des, la concentration en sels, la charge des colloı¨des
et la fraction volumique. Meˆme un mode`le tre`s pre´cis serait inutilisable pour des applications d’inge´nierie si sa
de´pendance vis-a`-vis de petites incertitudes sur ces parame`tres d’entre´e e´tait importante. Nous avons donc e´tudie´
dans le dernier chapitre de ce travail l’incertitude associe´e a` la mesure des caracte´ristiques physico-chimiques
d’une dispersion. Le re´sultat est assez rassurant : ces incertitudes restent maıˆtrise´es (de l’ordre de quelques %) et
ne provoquent pas de larges variations de l’e´quation d’e´tat d’une dispersion. Cette e´tude est faite uniquement dans
le cas ou` les incertitudes sur la taille et la polydispersite´ des dispersions ne sont pas prises en compte. Ceci nous
a en revanche amene´ a` e´voquer les diffe´rents types de charges qui peuvent eˆtre de´finies ainsi que les me´thodes
de mesure qui leur sont associe´es. En particulier, il apparaıˆt que la charge e´lectrophore´tique est obtenue par un
bilan des forces sur un ensemble colloı¨de+coquille d’ions comprenant une e´ventuelle zone condense´e. Cette
charge pourrait donc eˆtre utilise´e avec la the´orie de Poisson-Boltzmann line´arise´e ou les diffe´rents re´sultats qui en
de´coulent, en particulier la the´orie DLVO ou le mode`le des cellules line´arise´. Le lien, s’il en existe un, entre cette
charge obtenue dans une situation de mise en mouvement des colloı¨des par e´lectrophore`se et une charge effective
issue d’un mode`le de renormalisation pour une dispersion a` l’e´quilibre thermodynamique reste mal connu. Nous
avons obtenu des charges e´lectrophore´tiques infe´rieures d’un facteur environ 2 aux charges effectives obtenues
graˆce au mode`le des cellules. Pour e´claircir ce proble`me, la dynamique des ions au voisinage d’un colloı¨de se
de´plac¸ant sous l’effet d’un champ e´lectrique reste a` e´lucider pour des interactions dans le re´gime non-line´aire. En
particulier, il serait inte´ressant de de´terminer dans quelle mesure un plan de cisaillement peut vraiment eˆtre
de´fini, de la meˆme manie`re que l’existence d’une couche condense´e a e´te´ e´tudie´e [57]. Les deux concepts sont
re´miniscents de l’ide´e de couches limites de contre-ions re´sultant soit d’un e´quilibre entre forces e´lectrostatiques
et entropiques (couche condense´e) soit d’un e´quilibre entre forces e´lectrostatiques et hydrodynamiques (plan de
cisaillement).
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Malgre´ les nombreuses re´ponses auxquelles nous avons re´pondu dans de travail, ce dernier laisse ne´anmoins
certaines questions en suspens, comme :
a) Pourquoi constatons-nous des e´carts entre re´sultats nume´riques et re´sultats expe´rimentaux dans le cas d’un
mode`le des cellules utilise´ avec une charge nue ? Une raison possible est la poly-dispersite´, meˆme faible, qui
existe toujours dans les syste`mes expe´rimentaux. L’effet de cette dernie`re reste a` e´valuer de fac¸on quantita-
tive.
b) Quel est le lien entre la charge effective et la charge e´lectrophore´tique ? Pour cela, il faudra simuler la mesure
de la vitesse e´lectrophore`tique de fac¸on tre`s rigoureuse comme l’ont fait O’Brien et White.
c) Dans le chapitre (3), qu’en est-t-il du mode`le Jellium dans des cas un peu plus fluid-like pas adapte´s au
mode`le des cellules ?
d) La me´thode PB-BD est tout de meˆme one´reuse avec beaucoup de sel/de charges e´leve´es. Il serait donc
inte´ressant de ve´rifier si elle est vraiment avantageuse par rapport a` la me´thode Monte Carlo dans ces condi-
tions.

ANNEXES
6 PREMIE`RE ANNEXE : MODE`LES DE CALCUL DE LA PRESSION
OSMOTIQUE OSMOTIQUE BASE´E SUR LA THE´ORIE LINE´AIRE ET LA
RENORMALISATION DE LA CHARGE
Cette technique consiste a` re´soudre un proble`me line´aire, en utilisant des parame`tres renormalise´s
(κeffa, φ, ZefflBa ). L’ide´e qui se trouve derrie`re l’utilisation de ces parame`tres renormalise´s (effectifs), c’est de
prendre en compte les effets non-line´aires de l’e´quation de Poisson-Boltzmann avec un potentiel de paire base´ sur
la the´orie line´aire. Le terme effectif est employe´ ici car le potentiel de paire effectif ne refle`te pas seulement le vrai
potentiel de paire entre particules mais il inte`gre aussi l’effet indirect de tous les ions et des mole´cules de solvant
sur les colloı¨des. Ce potentiel de paire effectif est tire´ de la forme du potentiel de Yukawa [6] sauf que la charge
des particules est renormalise´e. Le potentiel effectif s’e´crit comme suit :
ueff (r) =
Z2efflB
β
(
exp (κeffa)
1 + κeffa
)2 exp (−κeffr)
r
(5.23)
avec r la distance se´parant les positions des centres de particules sphe´riques de rayon a.
Les re´sultats de la pression calcule´e avec un mode`le combinant la renormalisation de la charge Zeff avec l’e´quation
Poisson-Boltzmann line´arise´e, sont cense´s correspondre a` ceux d’un proble`me re´solu avec des parame`tres re´els
(κa, φ, ZlBa ).
Comme il est difficile de re´soudre analytiquement l’e´quation de Poisson-Boltzmann, il n’existe pas de the´orie
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analytique ge´ne´rale qui permet de calculer les parame`tres renormalise´s Zeff et κeff. Ils peuvent par exemple eˆtre
de´termine´s nume´riquement [8], [5], [6].
Dans les travaux pre´liminaires de Alexander [12] a` ce sujet, nous constatons que la charge effective des colloı¨des
utilise´e dans l’e´quation (5.23) de´pend fortement de la valeur de charge re´elle . A faible charge, la charge effective
correspond a` la charge re´elle confirmant ainsi la validite´ de l’approximation de Debye-Hu¨ckel. A charge e´leve´e, la
charge effective n’augmente pas de fac¸on infinie. Elle atteint une valeur limite correspondant a` un re´gime dit de
saturation.
Il existe plusieurs me´thodes d’acce`s a` la pression osmotique connaissant le potentiel de paire effectif ueff. Le
One Component Model Renormalise´ (OCM) en est un. Dans ce mode`le, les colloı¨des sont gouverne´s par les
interactions inter-particulaires effectives qui de´rivent du potentiel de paire effectif comme le montre l’e´quation
suivante :
F effi = −∇iueff (5.24)
Dans les travaux de Denton [5], la pression osmotique est obtenue en utilisant une me´thode variationnelle base´e sur
le de´veloppement de l’e´nergie libre autour d’une configuration de sphe`res dures, impliquant ueff. Cette pression
calcule´e en se basant sur la the´orie de l’e´quation de Poisson-Boltzmann line´arise´e (LPB) et sur les interactions
effectives (EI) est note´e ΠLPB-EI.
Dans les travaux de Dobnikar et al [6], la pression osmotique peut se calculer a` partir de la compressibilite´ iso-
therme χ mais aussi de la solution l’e´quation de Ornstein–Zernike (OZ). Graˆce a` la fonction de distribution radiale
g(r) qui est la solution de OZ, le facteur de structure S(0) aux grandes longueurs d’onde peut eˆtre calcule´. A
partir de la formule de Kirkwood-Buff, il sera alors possible de calculer la pression osmotique. Les re´sultats de la
pression osmotique tire´e de ces travaux est note´e ΠOCM.
7 DEUXIE`ME ANNEXE : DE´TERMINATION EXPE´RIMENTALE DE
L’E´QUATION D’E´TAT
7.1 PROTOCOLE EXPE´RIMENTAL
La de´termination expe´rimentale de l’e´quation d’e´tat Π (φ) repose sur la me´thode de compression osmotique.
Un sac semi-perme´able rempli de dispersion colloı¨dale est plonge´ dans une solution de polyme`re de pression
osmotique connue. Cette pression est de´termine´e graˆce a` l’e´quation d’e´tat du PEG35000 suivante [58] :
log ΠPEG = a+ b. (w(%))c (5.25)
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ou` ΠPEG est la pression osmotique de la solution de PEG, w(%) est la concentration massique en polyme`re.
a = 0.49, b = 2.5 et c = 0.24 sont des constantes.
La masse de PEG a` dissoudre est calcule´e comme suit :
mPEG = w(%) ∗mPEG+eau (5.26)
avec mPEG la masse de PEG et mPEG+eau la masse du PEG plus celle de l’eau.
Le polyme`re stresseur utilise´ est le Polye´thyle`ne glycol de masse molaire 35000g.mol−1. Ce choix se justifie par
sa bonne pre´cision aux faibles pressions osmotiques. Avec les tailles des ludox HS40 et TM50, les valeurs de la
pression osmotique seront supe´rieures a` 100Pa pour rester dans le domaine de validite´ du polyme`re. Il est fabrique´
par Fluka sigma-Aldrich, France. Il est choisi de sorte a` ne pas traverser la membrane pour se retrouver dans la
dispersion a` concentrer ou diluer selon les cas. Seuls le solvant et les espe`ces ioniques sont capables de traverser
la membrane de dialyse. La membrane de dialyse (Specta/Por R©, Spectrum, Rancho Dominguez, USA) a un seuil
de coupure de 12− 14kD, c’est-a`-dire qu’elle ne laisse passer que des objets de taille infe´rieure a` 5 nm [59].
L’e´quilibre thermodynamique est atteint lorsque la pression osmotique dans le sac est identique dans la solution de
polyme`re. Des mesures de la fraction volumique sont re´alise´es re´gulie`rement graˆce a` un analyseur d’humidite´ du
fabriquant Sartorius Mechatronics. L’e´chantillon de dispersion colloı¨dale est pese´ au de´part, puis chauffe´ jusqu’a`
e´vaporation totale de la phase liquide. Connaissant les masses initiale de la dispersion et finale (phase solide), la
fraction volumique peut se calculer de la manie`re suivante :
φ = Vsilice
Vtotal
= msiliceρeau
msiliceρeau + (mtotale −msilice)ρsilice (5.27)
avec mtotale(kg), la masse initiale de la dispersion, msilice(kg), la masse de la dispersion apre`s passage dans le
dessiccateur (apre`s e´vaporation d’eau), ρsilice = 2.2kg.m−3, la masse volumique de la silice et ρeau = 1kg.m−3
celle de l’eau.
Lorsque nous voulons appliquer une longueur de Debye donne´e, il suffit de fixer sa force ionique dans le solvant.
Nous travaillerons avec un e´lectrolyte syme´trique 1 : 1 de chlorure de sodium (Na+ + Cl− ). La force ionique
qui de´termine l’activite´ des ions dans la solution aqueuse se de´termine graˆce a` une courbe d’e´talonnage qui donne
l’e´volution de la conductivite´ e´lectrique du NaCl en fonction de sa concentration ionique I . Une fois que la
solution de PEG est pre´pare´e, les sacs de dialyse remplis de dispersion et ferme´s herme´tiquement avec des pinces,
sont immerge´s dans des bocaux comme l’illustre le sche´ma (5.14).
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FIGURE 5.14: Illustration de la compression osmotique d’une dispersion colloı¨dale dans un solvant aqueux conte-
nant du PEG.
7.2 PRE´CAUTIONS A` PRENDRE
Les pressions osmotiques expe´rimentales sont impose´es par compression osmotique a` l’aide l’e´quation d’e´tat du
PEG35000. Cependant, d’apre`s la litte´rature, le vieillissement de ce polyme`re peut eˆtre acce´le´re´ par la lumie`re. En
effet, en pre´sence de lumie`re, sa masse molaire a tendance a` diminuer [60] et cela entraine une diminution de la
pression estime´e initialement. Ce proble`me est donc anticipe´ et pris en compte dans nos expe´riences en entourant
soigneusement les bocaux de papier aluminium durant toute l’expe´rience.
Pour pouvoir comparer les re´sultats expe´rimentaux aux re´sultats nume´riques, les dispersions doivent eˆtre a`
l’e´quilibre, c’est-a`-dire lorsque la fraction volumique devient constante. C’est la raison pour laquelle la fraction
volumique est mesure´e re´gulie`rement. La mesure se fait graˆce une balance de´ssicatrice. Nous pre´levons de fac¸on
re´gulie`re un e´chantillon de dispersion que nous passons dans le dessiccateur et celui-ci de´termine la masse
restante au cours de l’e´vaporation liquide. Il est alors possible de calculer la fraction volumique de la dispersion.
Nous observons sur la figure (5.15)(A) que le ludox HS40 a besoin d’au moins 5 jours pour eˆtre en e´quilibre.
La re´pe´tabilite´ de la mesure de la fraction volumique est tre`s satisfaisante car chaque point expe´rimental est la
moyenne de deux valeurs mesure´es sur des e´chantillons diffe´rents mais avec des sacs de dialyse plonge´s dans
la meˆme solution de polyme`re. L’incertitude due a` la reproductibilite´ des mesures est tre`s faible. Sur la figure
(5.15)(A), entre le cinquie`me jour et le trentie`me, φ = 7.5%± 2%.
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Ces dispersions colloı¨dales ont des pH tre`s e´leve´s. Pour le ludox HS40, le pH vaut 9.8 et pour le TM50, il est e´gal a`
8.9. L’e´volution du pH pendant la compression osmotique a e´te´ suivie re´gulie`rement. Nous observons sur la figure
(5.15)(B) donnant l’e´volution du pH d’une dispersion colloı¨dale (ludox HS40) dans une solution de polyme`re en
fonction du temps. Au dixie`me jour, le pH est d’environ 9.2 et au trentie`me jour, il avoisine 8.8.
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FIGURE 5.15: (A) Fraction volumique en fonction de temps. Cette figure illustre le temps ne´cessaire pour que
la dispersion soit a` l’e´quilibre. (B) E´volution du pH dans la solution de polyme`re stresseur contenant un sac de
dialyse rempli de ludox HS40 en fonction du temps.
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RESUME 
Cette  thèse  s'inscrit  dans  un  contexte  de  recherche  en  ingénierie  pour  les  systèmes 
colloïdaux concentrés. La prédiction de  l'équation d'état de dispersions colloïdales, c'est à 
dire l'évolution de la pression osmotique en fonction de la fraction volumique, est l’objectif 
principal  de  ce  travail.  L'approche  envisagée  est  une  approche  numérique,  avec  des 
paramètres d'entrée mesurables expérimentalement donc sans ajustement comme cela se 
remarque  assez  souvent  dans  la  littérature.  Les  modèles  proposés  doivent  être  simples, 
robustes et précis. 
Le  résultat  le  plus  marquant  de  ces  travaux  concerne  la  détermination  du  domaine  de 
validité du "Modèle des Cellules" largement utilisé pour les suspensions concentrées. Ceci a 
été  rendu  possible  grâce  à    la  mise  en  place  de  simulations  de  dynamique  Brownienne 
couplées  à  la  résolution  du  problème  électrostatique  complet,  une  approche  développée 
récemment au Laboratoire de Génie Chimique de Toulouse. 
D'autres  problématiques  ont  été  abordées,  telles  que  la  détermination  d'un  critère  de 
validité de  l'hypothèse de  linéarisation de  l'équation de Poisson‐Boltzmann,  l'écriture d'un 
modèle  de  rayon  équivalent  pertinent  pour  les  suspensions  poly‐disperses,  ou  encore  les 
différentes définitions de la charge colloïdale et les techniques de mesure associées. 
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ABSTRACT 
This  thesis  is carried out  in  the context of Engineering Research  for concentrated colloidal 
systems.  The  prediction  of  the  equation  of  state  of  colloidal  dispersions,  namely  the 
relationship between the osmotic pressure and the volume fraction, is the main objective of 
this work. 
A  numerical  approach  is  used  with  experimental  parameters  without  adjustment.    Most 
previous studies have been made with adjustment of experimental parameters. This absence 
of adjustment is not often present in the literature. The models developped in this thesis are 
simple, robust and accurate. 
The most important result of this work concerns the determination of the validity domain of 
the "Cell Model" which is widely used in the prediction of the state equation of concentrated 
suspensions.  
This was possible  thanks  to brownian dynamics simulations coupled with  the resolution of 
the  electrostatic  problem,  a  recent  approach  developed  at  the  Laboratory  of  Chemical 
Engineering of Toulouse. 
Other  issues  have  been  addressed,  such  as  determining  a  validity  criterion    of  the 
assumption  for  the  linearization  of  Poisson‐Boltzmann  Equation,  writing  a  model  of  an 
equivalent  radius  relevant  for poly‐dispersed  suspensions,  and  the different definitions of 
the colloidal charge and associated measurement techniques. 
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